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4 Introduccio

Introduccié

Aquestes notes estan basades en les classes magistrals dels professors Maria J. Carro Rossell
(Teoria), Konstantin Dyakonov (Problemes), Carme Cascante Canut (Problemes), i Carlos Ar-
turo Cruz Rodriguez (Problemes). Tanmateix, cal dir que una varietat d’idees prové dels apunts
del Sogol Thamaem (Drive) i, evidentment, de la bibliografia utilitzada.

L’objectiu principal de I'assignatura és l'estudi de successions i series de funcions (capitol
3), especialment de series de poténcies (capitol 4). Per fer-ho, pero, haurem de passar per
la definicié i construccié de R (capitol 1) i per una introduccié a espais metrics on parlarem
de continuitat, limits, compacitat, etc. (capitol 2). Aquests apunts consten, doncs, de qua-
tre capitols teorics i d’una serie d’exercicis resolts extrets de les llistes del curs de tardor de 2017.

Tingueu en compte que si decidiu recorrer a aquestes notes, trobareu errors que se m’hau-
ran escapat. Intentaré, pero, revisar-les periodicament i anar corregint-les. En qualsevol cas,
agraeixo tota suggerencia, critica o correccio i, per aixo, deixo penjada al Drive la carpeta amb
tots els arxius de I¥XTEXper si voleu fer els canvis vosaltres mateixos.

En fi, no m’entretinc més amb aquests aspectes i espero que aixo us sigui tutil.

Alejandro Garcia Rivas
Darrera actualitzacio: 12 de desembre de 2018



Capitol 1

Els nombres reals

A Tassignatura de Llenguatge © Raonament Matematic es va introduir el conjunt dels nombres
naturals, N. De seguida, pero, es van detectar insuficiéncies per a aquest conjunt, ja que, com
ens demana la intuicio, seria interessant que fos un anell commutatiu, és a dir, que poguéssim
"restar”. Aixo porta a la construccié del conjunt dels nombres enters, Z. Les operacions de N
es poden estendre a Z de tal manera que aquest ultim tingui estructura d’anell commutatiu.
També es té que 'ordre de N permet definir una relacié d’ordre total a Z.

No obstant, Z no és un cos commutatiu (cf. Definicié 1.1.1), per tant, ens podriem preguntar
com podem estendre Z per obtenir un cos commutatiu de manera que aquest sigui el més petit
que contingui Z. Aquesta qiiestié ja es va resoldre a l'assignatura d’Estructures Algebraiques
de forma més general: donat un domini d’integritat qualsevol, el cos commutatiu més petit que
el conté és el seu cos de fraccions. Arribats a aquest punt, definim el conjunt dels nombres
racionals, Q, com el cos de fraccions de Z. A més a més, la relacié d’ordre total a Z s’estén a
Q.

Ara bé, de nou és senzill trobar insuficiencies per a Q. Ens interessaria quantificar distancies
(pero V2 ¢ Q), que es compleixi I'axioma del suprem, que les successions convergents segons
Cauchy tinguin limit en el mateix conjunt en que estan definides, que les funcions continues
compleixin el Teorema de Bolzano, etc. Aquestes carencies de Q son les que porten a la definicié
del conjunt dels nombres reals, que explicarem en aquest primer capitol.

Assumirem, pero, que els conceptes relatius a N, Z i Q ja sén coneguts i no els repassarem
en més detall en aquests apunts.’

Les segiients quatre seccions estan dedicades a explicar els conceptes necessaris per formular
la definicié d’un cos de nombres reals.

1.1 Cossos commutatius

Definicié 1.1.1. Siguin K # @ un conjunt, + : KxK — Ki - : Kx K — K dues aplicacions
(denotarem +(x,y) =z +yi-(x,y) =x -y = zy, per a x,y € K). Aleshores direm que K és
un cos commutatiu amb les operacions + 1 -, si es compleixen:

(al) Propietat associativa de la suma: Va,y,2 € Kés o+ (y+2)= (v +y) + 2

(a2) Propietat commutativa de la suma: Vz,y e Késx+y=y+z

(a3) Existencia d’element neutre per +: 30 € K tal que Ve € Kés o +0=0+x ==
(

ad) Existencia d’element invers per + (o element oposat): Vo € K 3y € K tal que x +y =0

1Per si us interessa, podeu consultar https://www.math.wustl.edu/~kumar/courses/310-2011/Peano.
pdf o | , pag. 1], entre d’altres


https://www.math.wustl.edu/~kumar/courses/310-2011/Peano.pdf
https://www.math.wustl.edu/~kumar/courses/310-2011/Peano.pdf
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(ab) Propietat associativa del producte: Vr,y,z e Kész- (y-2)=(z-y) -z
(a6) Propietat commutativa del producte: Vz,y e Kész-y =y x

(a7) Existencia d’element neutre pel producte: 31 € K\ {0} tal que Ve €e Kész-1=1-z =z

(a8) Existencia d’element invers pel producte: Yz € K\{0} Jy e Ktal que z -y =1

(a9) Propietat distributiva del producte respecte la suma:
Vo,yzeKésao-(y+2)=(x-y)+ (z-2)

Com ja és habitual, a partir d’aquestes propietats se'n dedueixen les que esperem que tenen
tots els cossos commutatius, les quals es resumeixen en el resultat segiient?:

Proposicié 1.1.2. Sigui K un cos commutatiu amb les operacions + i - 2, aleshores es compleiz:
(a) L’element neutre per la suma és tunic.
(b) L’element neutre pel producte és unic.

(¢) Vx € K [’element oposat de x és unic. Denotarem per —x a aquest element i escriurem
y — x per referir-nos a y + (—x)

1

(d) Vo € K\{0} l’element invers de x és unic. Denotarem per x~' a aquest element i escriu-

rem y/x =L per referir-nos a y - x”!

Demostracio. Indicarem amb (al), (a2), (a3), ..., (a9) les propietats de la Definicié 1.1.1 utilit-
zades.

(a) Suposem que 0 i 0’ sén elements neutres per la suma. Aleshores 0+ 0/ @Dy , perque 0 és

)

element neutre per la suma, pero també 0 + 0/ 3 0, perque 0’ és element neutre per la

suma. En definitiva, 0 = 0.

2Hi ha moltes altres propietats que s’haurien de provar. No obstant, les anirem veient sobre la marxa quan
les necessitem per demostrar resultats més rellevants
3A partir d’ara direm només ”sigui K un cos commutatiu”, sense especificar que les operacions sén + i -
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(b) Analogament, si 11 1’ sén elements neutres pel producte, aleshores 1 @y @y
(¢) Su i ¢ s6n el de z. Alesh @y r0' y (D
posem que y i ¢’ s6n elements oposats de z. Aleshores y =" y+0 =" y+ (z+¢') =
a4 a3
t+ao)+y Zory Dy
(d) Su iy sém el i de z. Alesh @y 1@y (ry) @
posem que y iy son elements inversos de x. Aleshores y ="y =y-(z-y) =
. Lo (“_8) 1 Loy (“_7) /
o)y =1y =y
(e) Immediat de les igualtats 0 + 0 @i1.1'%

(f) De les igualtats (—z) +x = = + (—x) D () es dedueix que z és Poposat de —z, és a dir,
que r = —(—x).

(g) De les igualtats 'z = za™! @ 1 es dedueix que z ¢és l'invers de x~

r=(xH~L

14 :
, és a dir, que

M0 Z204+0=22-0400=2-09 2. 042-0=2-0% ((z-0)+ (x-0)) — (x-0) =

(2-0) = (z-0) 22 010=0%2.0=0
(a2 (a7) (a9) 0

i) za+(-1)-2 = (=) a4z =(-1)-z2+1-2 = (-141)-2=0

() @+ 2 =) @+ D (=124 (1) -y 2 (—2) + (-p)

W aty=as+zs(-2)+@+y) =(0)+@+2) L ory=0+:Dy=

(m) 2y =2z = 2 Hay) = 27 (x2) (2105 y=1-2 @) y==z

(n) Siz-y=01ix#0, observem que per (h) podem escriure x -y = = -0. Ara, aplicant (m),
tenim y = 0.

O

1.2 Cossos commutatius totalment ordenats

Recordem primer algunes definicions basiques de LiRM.

Definicié 1.2.1. Donats conjunts A, B, una relacié a A i B és un subconjunt de A x B. Si
A = B, una relaci6é a A i B s’anomena simplement relacié a A. Si R C A x B (i.e. R és relaci6
a A1 B), aleshores s’acostuma a escriure aRb per referir-se a (a,b) € R.

Definicié 1.2.2. Sigui A # &. Una relacié a A, R, s’anomena relacio d’ordre si compleix les
segilients propietats:

(bl) Reflexiva: Vo € A és zRx.
(b2) Antisimetrica: Vx,y € A, si xRy i yRx, aleshores = = y.

(b3) Transitiva: Vx,y,z € A, si xRy i yRz, aleshores zRz.
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A més a més, diem que R és una relacio d’ordre total si és d’ordre i compleix:

(b4) Vx,y € A és xRy o bé yRx.

A

Els simbols utilitzats per referir-se a relacions d’ordre acostumen a ser del tipus <, <, <,
S8 <, 9, ete. Aquesta simbologia permet utilitzar la notacié x >y <y < z.

Definicié 1.2.3. Sigui A # &. Una relaciéo a A, R, s’anomena relacio d’ordre estricte si
compleix les segiients propietats:

(B1) Irreflexiva: Vo € A és xRx.
(B2) Transitiva: Vx,y,z € A, si xRy i yRz, aleshores xRz.

Els simbols utilitzats per referir-se a relacions d’ordre estricte acostumen a ser del tipus
<, <, <, etc. Aquesta simbologia permet utilitzar la notacié z > y < y < x.

Observacié 1.2.4. Si < és una relacié d’ordre, aleshores la relacié < definida per
r<ysr<yixr#y

és d’ordre estricte. En general, si s’ha mencionat <, s’entén que < és la relacié d’ordre estricte
associada a < en aquest sentit.
Reciprocament, si < és una relacié d’ordre estricte, aleshores la relacié < definida per

r<y&sxr<yobér=y

és d’ordre. En general, si s’ha mencionat <, s’entén que < és la relacié d’ordre associada a <
en aquest sentit.

Definicié 1.2.5. Un cos commutatiu totalment ordenat (CCTO per abreviar) és un parell
(K, <), on K és un cos commutatiu i < és una relacié d’ordre total sobre K i es compleixen:

(b5) Vx,y, z € K tals que < y, aleshores z + z < y + z.
(b6) Vz,y € K tals que si 0 < z i 0 <y, aleshores 0 < z - y.

Per simplificar 'escriptura, quan diguem que K és un CCTO, s’entendra que ho és amb la
relacié denotada per <. A més a més, en el sentit de I’Observacié 1.2.4 s’anomenen elements
positius als x € K tals que x > 0 1 elements negatius als que x < 0. També es defineixen, per
aa€KiR=<>< > Kg,:={x€K:zRa}.

A continuacié mostrem com les noves propietats (bl),...,(b6) sén suficients per demostrar
els resultats que esperem que tinguin tots els CCTO, com per exemple Q.

Proposicié 1.2.6. Siguin K un CCTO i x,y,u,v € K tals que x <y iu < v (resp. © <y i
u<w), aleshores t+u <y—+v (resp. x+u<y+wv).

Demostracio.

(65)
< <
clySatusytu Wotugyto
ut<v=sutysvty==yt+tusyt+v

La part amb < es fa practicament igual. O
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Proposicié 1.2.7. Siguin K un CCTO i x,y € K, aleshores:
(a) x és positiu si, i només si, —x €s negatiu.
(b) = és negatiu si, i només si, —x €s positiu.
(c) Stz <0iy>0 (resp. t <01y >0), aleshores z -y <0 (resp. x-y <0).
(d) Siz,y <0 (resp. x,y <0), aleshores x -y >0 (resp. -y > 0).

Demostracio. (a) Si x > 0, aleshores 0 = = + (—z) > —z (on hem utilitzat la Proposici6
1.2.6 amb u = v = —x). Reciprocament, si —z < 0, aleshores 0 = (—z) + 2 < x (on hem
utilitzat la mateixa proposicié amb u = v = x).

(b) Immediat utilitzant que x = —(—=x) i aplicant 'apartat (a).

(c) Els casos x = 0 iy = 0 sén trivials. Suposem, per tant, que z,y # 0. Per l'apartat (b),
—z > 0, i per la propietat (b6), (—z)y > 0. Ara bé, (—z)y+2y=(—z+z)y=0-y =0,
ie. (—x)y = —(zy). En definitiva, com que —(zy) > 0, Papartat (b) ens dona el resultat.

(d) Els casos = 0 i y = 0 sén trivials. Suposem, per tant, que x,y # 0. Per l'apartat
(b), —z > 01 —y > 0, i per la propietat (b6), (—z)(—y) > 0. Es suficient veure que
(—x)(—y) = xy. A Danterior apartat ja hem vist (—z)y = —(zy). Per tant, (—z)(—y) +
(—(29)) = (~2)(=y) + (~2)y = (~2)(—y+5) = —z 0 = 0, & a dir, (—z)(—y) =
—(—(zy)) = xy, on hem utilitzat diverses propietats de la Definici6 1.1.1 i de la Proposicié
1.1.2.

]

Corol-lari 1.2.8. Siguin x,y,z € K tals que x <y iz >0 (resp. z < 0), aleshores vz < yz
(resp. xz > yz).

Demostracio. x <y ®) y—x >0 12{ (y—x)z >0 (resp. (y —x)z <0) D09 o, < yz (resp.
rz > yYz). O

Observacié 1.2.9. Notem que les propietats (bl),...,(b6) imposen que cossos com C no puguin
ser CCTO, jaque 0 <12=1i0< 4= —1, ésadir, 1 <0< 1, la qual cosa contradiu (B1).

Definicié 1.2.10. Sigui K un CCTO, definim l'aplicacié valor absolut, | - | : K — K, per
I’assignacié:
T six >0
] = —r stx <0

Proposicié 1.2.11. Siguin K un CCTO i z,y € K, aleshores:
(a) || =0 si, i només si, x = 0.
(b) =yl = |=ly|
(c) |z| <y si, i només si, —y <x <y
(d) |z| >y si, i només si, x >y o bé x < —y.

(e) (Desigualtat triangular) |z + y| < |z| + |y|
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Demostracio. La (a) és evident. La (b) es fa senzillament per casos i aplicant els resultats vists
a la demostracié de la Proposicié 1.2.7. Per la (c):

r<vy

—y < zx<

<y e
La (d) també surt facilment de forma semblant. Per la (e), és suficient veure que —|z| — |y| <
r+y < |z|+ |y, la qual cosa es dedueix de —|z| < z < |z|, —|y| <y < |y| i de la Proposicié
1.2.6. [

Exercicis

Als exercicis segiients K sera un CCTO.
1.1. Siguin z,y € K. Demostreu que ||z| — |y|| < |z —y].

1.2. Siguin z1,...,x, € K. Demostreu que |z1 + ...+ x,| < |21+ ... + |2,]

1.3 Arquimedianeitat

En aquest apartat veurem la tercera gran propietat que li exigirem als cossos de nombres reals.
Aquesta consisteix, intuitivament, a imposar que aquest conjunt no sigui "molt gran”. Aquesta
definici6 és un primer intent d’apropament a aquesta idea.

Definicié 1.3.1 (Preliminar). Sigui K un CCTO. Diem que K és arquimedia si el conjunt dels
nombres naturals no hi esta acotat, és a dir, si Vo € K dn € N tal que =z < n.

Notem que el que estem intentant dir és que en un CCTO arquimedia no hi ha cap element
que pugui considerar-se major que qualsevol natural. No obstant, ja haureu notat que a aquesta
definicio li falten alguns detalls. Podem comencar, per exemple, aclarint que s’entén per conjunt
acotat (definim, de pas, alguns conceptes més).

Definicié 1.3.2. Siguin A un conjunt ordenat per <, B C Aia € A. Diem que a és cota
superior (resp. cota inferior) de B si x < a Vx € B (resp. a < x Vx € B).

Diem que B és un conjunt acotat superiorment (resp. inferiorment) si existeix alguna cota
superior (resp. inferior) de B. Diem que B és acotat si ho és inferiorment i superiorment.

Si a és una cota superior (resp. inferior) de B i pertany a B, aleshores diem que que b és maxim
(resp. minim).

Finalment, si existeix un minim (resp. maxim) del conjunt de totes les cotes superiors (resp.
inferiors) de B, se 'anomena suprem de B (resp. infim de B).

Pero encara podem trobar altres imprecisions a la Definicié 1.3.1. Per exemple, com s’entén
que N sigui acotat a K? O quin sentit té x <nsiz € Kin € N?

La resposta a aquestes preguntes passa per veure que tot CCTO conté una copia molt
concreta de N, és a dir, que podem definir una determinada aplicaci6 injectiva ¢ : N — K.
Llavors, que N sigui acotat a K voldra dir, simplement, que ¢(N) C K és acotat a K i quan
escrivim o < n ens referirem a z < ¢(n).

Definirem ¢ : Z — K per les assignacions

1+ .7 +1 sin >0
d(n) =< 0 sin=0
(—1)4+ 7 +(-1) sin<0
Els detalls que falten a la demostracié del segiient resultat ja es van veure a Estructures Alge-
braiques. En qualsevol cas, son senzilles comprovacions.
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Teorema 1.3.3. Siguin K un CCTO i ¢ Uaplicacié definida anteriorment. Aleshores ¢ és
[inic morfisme d’anells de 7 a K i, a més a més, és monoton creizent i injectiu. Podem
pensar, per tant, que K conté una copia de [’estructura d’anell de 7 i que ['ordre de K és una
extensio del de 7.

Demostracio. Veiem primer la unicitat. Suposem que ¢ : Z — K és un morfisme d’anells.
Llavors (0) = 0, ¥(1) = 1 i donat n € Z positiu, tenim ¢(n) = P(1+ 7. +1) = (1)+ .7.
+1(1) = 1+ .7. +1. El cas n < 0 es fa analogament. Per tant, ¢ = ¢, la qual cosa demostra
la unicitat.

Veiem ara la resta de propietats:

e ¢ morfisme d’anells no és complicat de veure. Es pot fer, per exemple, per casos.
Recordem que el que s’ha de mostrar és que ¢(1) = 1, ¢(n +m) = ¢(n) + ¢(m) i
p(nm) = d(n)d(m) ¥, m € Z.

e Per la monotonia creixent notem primer que a K és 0 < 1, ja que 0 # 1 i si fos 1 < 0,

aleshores 1 =1-1 > 0 (cf. Proposicié 1.2.7), és a dir, 1 <0 < 1 (g) 1 < 1, la qual cosa

contradiu (B1). Utilitzant reiteradament la Proposicié 1.2.6, obtenim que 14 .7. +1 > 0
a K Vn € N. Per tant, donats n,m € Z amb n < m, aleshores m —n > 01 ¢(m) — p(n) =
dp(m —n) =1+ 717 +1 >0, és a dir, ¢(m) > ¢(n), com voliem veure.

e Per veure que ¢ és injectiva és suficient provar que ker ¢ = {0}. Suposem que n € ker ¢ i
n # 0. Llavors és n > 0 o bé n < 0. Si es donés el primer cas, aleshores 1+ .7. +1 = 0,
pero abans hem vist que 1+ .7. +1 > 0 Vn € N, contradiccié. Si es donés el segon cas,
llavors (—1)+ =% 4+(—1) = (—1) - (14 =» +1) =0, és a dir, 1+ 7=» +1 = 0 amb —n € N,
i.e. tornem a tenir una contradiccié. En definitiva, no pot ser ker ¢ # {0}

]

Direm que ¢ : Z — K és el morfisme caracteristic de K. Tenint en compte tots aquests
comentaris, ja podem formular completament la definicié d’arquimedianeitat:

Definicié 1.3.4. Siguin K un CCTO i ¢ : Z — K el seu morfisme caracteristic. Diem que K
és arquimedia, si ¢(N) C K no és acotat, és a dir, si Vo € K In € N tal que x < ¢(n).

Observacié 1.3.5. Veiem alguns exemples:

e Q és arquimedia, ja que el morfisme caracteristic de Q ve definit per les assignacions
¢(n) =7 Vn € Zidonat § € Q, si § <0, podem prendre n := 0 i en cas contrari podem
suposar que a,b > 01itenima+1€Ni§ < ¢,

e Recordem que 'arquimedianeitat imposava d’alguna manera que el cos no fos ”molt gran”.
Aix0 es pot posar de manifest amb el segiient exemple. Sigui Q(x) el cos de fraccions de
'anell de polinomis Q[z], i.e.,

ap " + ...+ a1+ ag

Q(l‘):{ :aj,bkGQ,bme’m+...—|—b1x+bo7€O}

Definim la segiient relacié d’ordre total a Q(x):

apx” + ...+ a1x + ag
_Q Q bm$m+...+b1$+b0am “

Es pot comprovar que se satisfan tots els axiomes de CCTO. Pero notem que Q(z) no és
arquimedia, ja que Vn € N és “5* > 0, per tant, § > & = ¢(n).
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Si bé 'aquimedianeitat ”acota”els CCTO per tal que no siguin tan ”grans”, observem que
ja hem obtingut pel cami una acotacié inferior. En efecte, el Teorema 1.3.3 afirma que si K és
un CCTO, aleshores K conté una copia de 'estructura i de 'ordre de Z. Pero encara podem
fer-ho millor:

Teorema 1.3.6. Sigui K un CCTO. Aleshores existeir un inic morfisme de cossos ¢ : Q — K.
A més a més, ® és injectiu i monoton creizent. Podem pensar, per tant, que K conté una copia
de Uestructura i de ordre de Q.

Demostracio. Veiem primer la unicitat. Suposem que ¢ : Q — K és un morfisme de cossos.
Com que ®(1) = 1, tenim que Vn € Z,n > 0 és ®(n) = &(1+ .7. +1) = &(1)+ .7. +P(1) =
14 .7. 4+1. D’altra banda, Vn € Z,n < 0 és ®(n) = —P(—n) = —P(1+ .7. +1) = —P(1)— .7
—®(1) = (=1)+ .7. +(—1), és a dir, Pz = ¢ és el morfisme caracteristic de K. Observem
també que Vm € Z és ®(+£) = O(2) ™' = ¢(m)~". Per tant, P(L) = O(2)P(L) = ¢(n)(m) !,
és a dir, ¢ queda totalment determinat.

Per l'existéncia definim ®(2) = ¢(n)¢(m)~"' i comprovem que se satisfan les propietats
demanades:

e ® esta ben definida: suposem que § = . Aleshores ad = be, és a dir, ¢(ad) = ¢(bc), per

tant, ¢(a)p(b)~! = p(c)g(d)~", ie., @ (3) = 2 (5)

e & és morfisme de cossos:

L®(§+5) =& (94) = glad + be)p(bd) ™" = ¢(a)p(b)™" + (c)p(d) " = & (%) +

¢ (%)

2. ®(3-2) =@ () = plac)p(bd) ! = (a)p(b) L - p(c)p(d) L = @ (4) @ (&)

e ® és monotona creixent: § < §,b,d > 0= ad < bcicom que ¢ és monotona (cf. Teorema
1.2.8

1.3.3), tenim ¢(ad) < ¢(bc) = ¢(a)p(b) ™ < ¢(c)p(d) ™ = @ (%) < @ (&)

e Finalment, ® és injectiva perque és un morfisme de cossos i no és I'aplicacié nul-la.

Exercicis

Als exercicis segiients K sera un CCTO.

1.3. Siguin z,y € K amb 0 < y < x. Tenint en compte les inclusions naturals N,Q C K,
demostreu que per a tot n > 1 és

TZ+1 In+1_yn+1 TL—}-].
< x

<
n Y n —yn n

1.4. Sigui A C K, demostreu que si A té minim, aquest és Unic i que si té maxim aquest és
tnic. Deduiu I'analeg per a infim i suprem. Denotarem per sup A al suprem de A (si
existeix) 1 inf A a I'infim de A (si existeix).

1.5. Siguin @ # A C K i a € K. Demostreu que « és I'infim de A si, i només si, es compleix:

(1) « és cota inferior de A.

(2) VeeKypgdre Atalquea<z<a+e
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Enuncieu i proveu el resultat analeg per al suprem.
1.6. Siguin A BCKiC:={r+yeK:x € Ay € B}. Demostreu que:

(a) Si A té suprem, aleshores —A :={—a:a € A} té infim i inf(—A) = —sup A.
(b) Si A té infim, aleshores —A := {—a : a € A} té suprem i sup(—A) = —inf A.
(c) Si Ai B tenen infim, aleshores C' també i inf C' = inf A + inf B.
(d)

)

(e) Si A € Kug, Ay == {X-2 : 2 € A} i A té suprem, aleshores A, també en té i
sup Ay = A -sup A.

Si Ai B tenen suprem, aleshores C' també i sup C' = sup A+ sup B.

1.4 Completesa per successions

En aquesta seccié ens dedicarem a explicar la quarta i ultima propietat que li exigirem als
conjunts dels nombres reals i, ja que estem, donarem algunes definicions i resultats basics sobre
successions.

Definicié 1.4.1. Sigui A # @ un conjunt. Una successid d’elements de A (o successio de A)
és una aplicacié N - A. Posant a, = ¢(n) Vn € N, utilitzarem la notacié habitual (ay,),
per referir-nos a la successié ¢. Anomenarem elements de (a,), als elements de im ¢ i donat
B C A, posarem (a,), € B siim ¢ C B.

Definicié 1.4.2. Siguin K un CCTO, (a,), una successi6é d’elements de K i [ € K. Diem que
(an)n convergeixz cap al o té limit [ si, i només si,

Ve € Koo dng € N tal que Vn > ng,n € Nés |a, — 1| < ¢

o e . . n 7 n , ’ .
En aquest cas, escrivim | = lima,, [ = lima,, a, — [ 0 bé (a,), — . A més a més, direm
n

que (ay), convergeix o té limit si existeix a € K tal que (a,), convergeix cap a a.

Observacié 1.4.3. Potser val la pena entretenir-se una estona a comentar aquesta definicio.
Pensem-la en un cos senzill i intuitiu, per exemple Q. Suposem que (a,), és una successié
d’elements de Q que convergeix cap a [. Aixo vol dir que si triem un racional € > 0 tan proper
a 0 com vulguem, sempre podrem trobar un natural ng a partir del qual tots els elements de
la successié estiguin entre [ — ¢ i [ 4 . Per tant, com que ¢ el podem prendre tan petit com
desitgem, podem pensar que els elements de (a,), s’apropen a [.

Potser també convé escriure el contrari de la Definicié 1.4.2:

Je € K tal que Vng € N In > ng,n € N complint |a, — | > ¢

Trigarem una estona a veure aplicacions de les segiients dues definicions (a partir de I’exercici
1.11.), pero convé posar-les a prop de les anteriors.

Definicié 1.4.4. Siguin A # & un conjunt i ¢ : N — A una successié d’elements de A. Una
successié parcial de ¢ és una aplicacié de la forma pof : N — A on 6 : N — N és una
aplicacio estrictament creixent.

Utilitzant la notaci6é habitual ¢ = (a,),, podem dir que una parcial de (a,), és una successi6
de la forma (an, )k, on (ng)x és una successié de N estrictament creixent.

Escriurem (by,), F (a,), per indicar que (by,), és una successi6 parcial de (ay,),.
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Definicié 1.4.5. Siguin K un CCTO i (a,), una successié d’elements de K. Diem que (ay,),
té limit £oo si, 1 només si,

VM € Ky dng € N tal que Vn > ng,n € N és + a,, > M, respectivament

. . . . n e n
En aquest cas, escrivim lim a,, = +00, lim a,, = +00, a,, — 00 0 bé (a,), — £oc.
n

El segiient lema l'utilitzarem en certes ocasions.

Lema 1.4.6. Siguin K un CCTO ia,C € K, C > 0 tals que Ve € K. és |a| < C-e. Aleshores
a=0.

Demostracid. Suposem que a > 0. Aleshores s’ha de complir a < Ce Ve > 0. Triant € := & >
0, hem de tenir a < C'- & = a, contradiccié. D’altra banda, si fos a < 0 podem raonar de forma
semblant. Triem ¢ := & > 0. Llavors —a < C'- & = —a, contradiccié. Hem provat que a <0
ia>0,ie. a=0.1 O

Teorema 1.4.7. Sigui K un CCTO. Si una successio d’elements de K té limit, aquest és unic.

Demostracio. Suposem que (ay,), és una successié d’elements de K que convergeix cap a l € K
ial’ € K. El nostre objectiu és provar que [ = I'. Ve > 0 tenim que existeixen ng,n; € N tals
que Vn > ng és |a, — | < eiVn>nj és|a, —U'| <e. Per an > max{ng,ny} > ng,ny tindrem

1 =T=|(-ay) + (a, =) <|l —an| +|an —U'| <e+e=2¢

On hem utilitzat la desigualtat triangular, la Proposicié 1.2.6, entre altres. Per tant, tenim
|l —1'| <2e Ve > 0. Utilitzant el lema anterior, obtenim [ — ' = 0, és a dir, [ = I', com voliem
veure. O

Lema 1.4.8. Siguin K un CCTO, (a,), una successio d’elements de K que convergeix cap a
[ € K. Aleshores im(a,), C K és acotat, és a dir, existeiz C € K tal que |a,| < C Vn € N.
Direm que la successid (ay,), estd acotada.

Demostracio. Prenem € = 1. Per la definicié de limit, tenim que dny € N tal que Vn > ng és
la, — ] < 1. Per tant, per a n > ng és:

|an| = (an = 1) +1] < lan =1+ |I] <1+
Triant C':= max{|ag|, |ai|, .., |an,-1], 1+ |I|} s’obté el que voliem. O
El segiient lema mostra que la Definicié 1.4.2 pot generalitzar-se.

Lema 1.4.9. Siguin K un CCTO, (a,), una successio d’elements de K, C € K¢ il € K.
Aleshores a,, — 1 si, i només si, ¥’ € Koo Ing € N tal que Yn > ng és |a, — 1| < Ce’

Demostracidé. =: Sigui ¢ > 0, com que b, —» [, podem aplicar la definicié de limit amb
e=C-¢>0
<: Sigui € > 0, apliquem la hipotesi amb ¢ := C~1¢’ > 0. O

Proposicié 1.4.10. Siguin K un CCTO i (ay)n, (by)n successions d’elements de K convergents
a a i b, respectivament. Aleshores:

4Observem que s’han omes alguns passos. Per exemple, per que si a,C > 0 és & > 07 També al final de la
demostracié hem utilitzat (b4) sense explicitar-ho. D’ara endavant ometrem aquest tipus de detalls perque si
no, és per morir-se.
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(a) (an +bp)p —>a+b
(B) (ap -bp)n —a-b
(c) SiVn €N ésa, #0 ia0, llavors (a;'), — a™

Demostracio.  (a) Siguie > 0, aleshores existeixen ny,ny € N tals que Vn > ny és |a,—al < e1i
Vn > ng és |b,—b| < e. Triant ng :=max{ny, ny} tenim que Vn > ng és |(a,+b,)—(a+b)| =
|(an — a) + (b, — )| < |an —a| + |b, — b|] < 2. Aplicant el Lema 1.4.9 amb C' :=2 >0
obtenim el resultat.

(b) Pel Lema 1.4.8 tenim que existeix C' > 0 tal que |a,| < C Vn € N. Per tant, per a tot
n € N tenim:

| b, — abl = |(anb, — anb) + (a,b — ab)| < |anb, — anb| + |a,b — ab] =
= |an||b, — b| + |b||an, — a| < k|b, — b| + |b]|an — a
Sigui ara € > 0, aleshores hi ha ny,ny € N tals que Vn > ny és |a, —a| < €1Vn > ny
és b, — b| < e. Triant ng :=max{ni,ny} tenim que ¥n > ng és |a,b, — ab| < k|b, — b| +

b||an, — a| < ke + |ble = (k + |b|)e. Aplicant el Lema 1.4.9 amb C := k + |b| > 0 obtenim
el resultat.

(c¢) Veiem primer que In; € N,3C' > 0 tals que Yn > ny és |a,| > C. Per fer-ho podem

prendre € := | | . Llavors, per la definicié de limit, tenim que dn; € N tal que Vn > ny és
la, —al < |a‘ Aleshores Vn > ny és:
a a
af = Jau + (0 = a,)] < fau] + lan — al < Jag] + 1 = Ja,| > 19

Com voliem veure. Ara podem acabar la demostraci. Sigui € > 0, aleshores dny € N tal
que ¥Yn > ngy és |a, — a| < . Prenem ny :=max{n,,ny}. Llavors Vn > ng és

1 1 la — an| 2 2
— == la, —al < — - €
ap, a la|?

|aan| N W

Aplicant el Lema 1.4.9 amb C := ﬁ > () obtenim el resultat.

Com a casos particulars i conseqiiencies immediates d’aquesta proposicié, cal destacar:

Corol-lari 1.4.11. Siguin K un CCTO i (ay)n, (by)n Successions d’elements de K convergents
a a i b, respectivament. Aleshores:

)
(b) (=an)n — —a
(¢) (@n—bp)n —>a—0b
(d) (an+b)y —>a+b
(e) Siv¥n €N ésb, #0ib#0, lavors (a, -b;'), — a- b
(f) Sia #0, llavors ezisteizen C € Koo i ng € N tals que Yn > ngy és |a,| > C.

Demostracio.  (a) Aplicant l'apartat (b) de la proposicié anterior amb b, := A Vn € N.
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(b) Aplicant I'apartat (a) d’aquest corol-lari amb A := —1

(c) Aplicant I'apartat (b) d’aquest corol-lari i 'apartat (a) de I'anterior proposicio.
(

)
)

d) Aplicant I'apartat (a) de 'anterior proposicié amb b, :=b Vn € N,

e) Aplicant primer Iapartat (c) de la proposicié anterior i, a continuacio, el (b).
)

(
(f) S’ha vist a la demostracié de 'apartat (c) de la proposicié anterior.
[

Proposicié 1.4.12. Siguin K un CCTO, (apn)n @ (bn)n successions d’elements de K, a,b € K i
No € N. SiVn > Ny és a, < b,, a, s aib, = b, aleshores a < b.

Demostracio. Pel Corollari 1.4.11, tenim (b, — a,)n 5 b—a. Sifos a > b, prenent ¢ :=
a—b > 0, tenim que existeix ng € N tal que Vn > max{ng, Ny} és |(b, —a,) — (b—a)| < a—Db.
En particular, b, —a, +a—b < a—b=b, < a, ¥Yn > max{ng, Ny}, contradiccid. O

Teorema 1.4.13 (Sandwich). Siguin K un CCTO, (an)n, (bp)n i (Cn)n successions d’elements
de K,l € KiNgeN. SiVn> Ny ésa, <b, <cp, a, — 1 icniﬂ, aleshores b, —> 1.

Demostracid. Sigui € > 0, hem de veure que existeix ng € N tal que Vn > ng és |b, — ] < ¢.
Aplicant la definicié de limit a les successions (a,), 1 (¢n)n, tenim que existeixen ny,ny € N
tals que:

(H)Vn>nyésl—e<a,<l+e.

(2)Vn>ngésl—e<c, <l+e.

D’altra banda,

(3) Vn > Ny és a, < b, <c,

Triem ng :=max{ Ny, n1,ns}. Llavors Vn > ng es compleixen (1), (2) i (3), és a dir:

l—e<a,<b,<c,<l+e¢
O sigui, |b, — | < &, com voliem veure. O

Definicié 1.4.14. Siguin K un CCTO i (a,), una successié d’elements de K. Diem que (a,),
és de Cauchy si, i només si, es compleix:

Ve € Koo dng € N tal que Vn,m > ng és |a, — ap,| < e

Proposicié 1.4.15. Sigui K un CCTO. Tota successio d’elements de K convergent és de
Cauchy.

Demostracio. Suposem que (ay,), és una successié de K amb limit [ € K. Sigui € > 0, aleshores

pel Lema 1.4.9, existeix ng € N tal que Vn > ng és |a, — | < 5. Per tant, ¥n,m > ng és

|an — am| = [(an = 1) + (I = an)| <an =l +an =l <5+ 5 =c¢ O

Notem que la Definici6 1.4.2 exigeix que els elements de (a,,), es vagin apropant a un cert
clement [ € K. En canvi, la Definicié 1.4.14 només imposa que els elements de (a,), es vagin
apropant entre si. Com bé mostra la proposicié anterior, si els elements de (a,), s’apropen a
un cert [ € K, aleshores també s’apropen entre si.

Intuitivament, podriem pensar que les successions de Cauchy també haurien de convergir
sempre cap a un valor, pero resulta que el concepte de Cauchy és, en general, més debil. De
fet, parlant en termes molt intuitius, podem dir que la diferencia fonamental entre les dues
definicions és que a la primera, les successions s’apropen a un cert valor de K, mentre que a la
segona s’apropen a un cert valor que no té perque ser de K.
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En qualsevol cas, ens agradaria que en un cos de nombres reals, no hi hagués successions que
s’apropessin a valors que no pertanyen al conjunt, és a dir, que d’alguna manera no poguéssim
sortir-nos del conjunt fent passos al limit amb successions de Cauchy. Per aixo, la segiient
propietat és la iltima que li exigirem als cos de nombres reals.

Definicié 1.4.16. Direm que un cos commutatiu totalment ordenat és complet per successions,
si tota successié de Cauchy convergeix.

La seglient proposicié mostra que, en els sentits descrits anteriorment, no tenim suficient
amb el cos Q.

Proposicié 1.4.17. Q no és complet per successions

Demostracio. Només cal posar de manifest un exemple. Considerem a Q, la successié amb
terme general a,, := 1 + % + % +...+ % Veiem que (a,), és de Cauchy. Si m > n, llavors:

1 1 1 1 1 1
[m = an] (n+1)!+(n+2)!+ o (n+1)!< +n+2+ +(n—|—2)---m)

<1 lpsp by <2
= (n+1) 2 92 " T gmen1 ) Y ()

. . , . . . . 1 , . 1
Sigui ara ¢ > 0, com que Q és arquimedia, existeix ng € N tal que nyg > =, és a dir, a < E
; 2 1 1 ,
Donats n,m > ng, m > n, tenim |a,, — a,| < O < <o <e, com voliem veure.
Suposem, per arribar a una contradiccid, que (a,,), convergeix cap a § € Qambp,qgeZ. Si

fos § < ay,, per algun ng € N, llavors Vn > ny + 1 seria a,, — § > m > 0 i per la Proposici6
1.4.12, tindrfem lim (a, — 2) > —X— > 0 i per la Proposicié 1.4.10, lim a,, > £, contradiccié.
" q (no+1)! n q

D’altra banda, fixant n € N, és té que la successi6 (a,, — a, )., convergeix cap a f—; — a,, 1 donat
m>n, és a, — a, < ﬁ Per la Proposicio 1.4.12 és g —a, < ﬁ Vn € N. En definitiva,
hem provat que:

2
0<?_ 4, <—2 _ wneN

q (n+1)!

Si prenem n > ¢, 1 i multipliquem cada banda per n!, tenim:

2
0< n!]2 —nla, <
q (n—l—l)

Pero com que n > ¢, tant n!§ com nla, sén enters, és a dir, N := n!%’ — nla, és un enter que

compleix 0 < N < 1, perd aixo és impossible. Hem arribat a la contradiccié que voliem.>? [

1.5 Cossos de nombres reals

Comencem amb ’esperada definicié de cos de nombres reals.

Definicié 1.5.1. Anomenarem cos de nombres reals a tot cos commutatiu totalment ordenat,
arquimedia i complet per successions.

(o]

®Notem que aixd demostraria que e := > — és irracional.
n=0 -
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Hi ha dos aspectes relatius a aquesta definicié que caldria estudiar. En primer lloc, hauriem
d’argumentar que efectivament existeix algun cos de nombres reals, és a dir, hauriem de cons-
truir un cos commutatiu totalment ordenat, arquimedia i complet per successions.

D’altra banda, ens podriem preguntar si només hi ha un tnic cos de nombres reals o, si n’hi
ha més, com podriem relacionar-los.

Aquesta seccid esta, per tant, dedicada a resoldre aquestes qiiestions. En altres paraules, el
nostre objectiu és demostrar el segiient resultat.

Teorema 1.5.2. FEuxisteix un cos de nombres reals. Si Ky i Ky son cossos de nombres reals,
aleshores existeix un isomorfisme monoton de cossos ¢ : K; — Ks.

Notem que una vegada 1’haguem provat, el primer problema que ens plantejavem queda
clarament resolt. En efecte, existeix un cos de nombres reals. Pel que fa a la segona qiiestio,
tindriem que hi ha un tnic cos de nombres reals llevat d’isomorfisme monoton. Per tant,
potser no podem dir que hi ha un tnic cos de nombres reals, pero si que tots tenen la mateixa
estructura de cos commutatiu totalment ordenat.

Veiem primer la segona part del teorema. Comencem amb uns resultats previs.

Lema 1.5.3. Siguin K un CCTO i arquimedia, v € K i ® : Q — K el morfisme monoton i
injectiu de cossos del Teorema 1.3.6. Aleshores existeirz una successio d’elements de Q, (by)n,
tal que la successio (P(b,)), d’elements de K convergeiz cap a x. En altres paraules, podem
apropar-nos a qualsevol element de K mitjancant successions de racionals.

Demostracio. El cas x = 0 és clar: triem la successié6 constant amb terme general b, = 0.
Suposem que z > 0. Per a cada n € N, considerem el conjunt A, :={a € N: &(n) -z < ®(a)}.
Observem que per 'arquimedianeitat de K, és A,, # &. Per tant, per la propietat del bon ordre
de N, tenim que tots els A, tenen minim. Per a cada n € N anomenem a,, al minim de A,,.
Notem que Vn € N és:

c1>(an—1)g@(n)-x<<1>(an):>q><“”_1) §m<<1>(“—”>:»

n n
-1 an an 1
o) <e-0(M)<co=o0<o (M) a<a(
n n n n

Obtenim aixi una successié de racionals amb terme general b, := a,/n. Demostrarem que

(@(bp)n = (P(an/n))n — . Sigui e € Ky, llavors per I'arquimedianeitat de K, existeix
no € N complint 1/ < ®(nyg), és a dir, ®(1/ng) < e. Utilitzant les relacions anteriors i la
monotonia de ®, tenim que per a tot n > ng és

1 1
o (%) <o o (%) aso(r) <o (o) <
n n n o
com voliem veure.

Pel cas < 0, com que —z > 0, existeix una successi6 de racionals (a,), tal que (®(b,)), —
—z. Aleshores, prenent la successié (—by,),, es té que (®(—by,)), = (—P(b,)), convergeix cap a
z (cf. Corol-lari 1.4.11 (b)). O

Corol-lari 1.5.4 (de la demostraci6 del Lema 1.5.3). Siguin K un CCTO i arquimedia, x,y € K
amb x < y. Aleshores existeix ¢ € Q tal que © < ®(q) < y. En altres paraules, Q és dens en
tot CCTO 1 arquimedia.

Demostracio. Suposem que x > 0. A la demostracié anterior, hem construit una successié de
racionals (by,), tal que (®(b,)), — 2 i complint z < ®(b,) Vn € N. Aplicant la definicié de
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limit amb ¢ := y—z € K., tenim que existeix ng € N tal que ®(b,,) —x = |®(b,,) — x| < y—=,
és a dir, z < ®(by,,) < y, com voliem veure.

Si x <0 < y, podem prendre la successié amb terme general b, := 1/n i pel mateix raonament,
obtenim que Ing € N tal que z < 0 < &(1/ng) < .

Siz <0<y, igual amb b, := —1/n.

Finalment, si y < 0, llavors 0 < —y < —xz. Per tant, existeix un racional ¢ complint —y <
®(q) < —x, és adir, z < P(—q) < y. O

Passem ara a provar la unicitat llevat d’isomorfisme monoton.

Demostracio. (de la segona part del Teorema 1.5.2)

Denotarem per ®; : Q — K; i &5 : Q — K, als morfismes del Teorema 1.3.6. El nostre
objectiu és definir una aplicacié ¢ : K; — Ky que sigui bijectiva i que Vx,y € K; es compleixi
p(z+y) =)+ o), plz-y) =p) vy) iz <y= o) <ey).

Sigui x € K;. Pel lema anterior, existeix una successié de racionals (b,), tal que (®1(b,)), que
convergeix cap a x. Afirmem que la successio (b,), és de Cauchy.

En efecte, donat € € Qx¢, podem aplicar el Lema 1.4.9 amb ¢’ := ®;(¢) > 01 C :=1/2 € K4
per obtenir que Iny € N tal que Vn > ng és |P1(b,) — x| < ®1(¢/2), d’on es dedueix:

Vn,m = ng @1 (|bp=bm|) = |P1(bn—=bm)| = [@1(bn) =P1(bn)| < |@1(bn) =] +[P1(bn) =] < D1 (e)

Utilitzant la monotonia de ®; i (b4), obtenim el que voliem: |b, — b,,,| <& Vn,m > ny.

Ara afirmem que la successié (Pq(by,)), de Ky té limit. Per veure-ho, és suficient mostrar que
(Py(by))n és de Cauchy, ja que Ky és complet per successions. Sigui € € Ky, e > 0. Com que
Ky és arquimedia, IN € N tal que ®o(N) > 1/¢, és a dir, Po(1/N) < e. Com que (b,), és de
Cauchy (a Q), tenim que Ing € N tal que VYn,m > ng és |b, — b,,| < 1/N, o sigui

|Da(by) — Pa(by)| = Po(|byy — bn|) < Po(1/N) < €

Recapitulem: a partir de cada x € K; hem construit una successié convergent de K. Anome-
narem @(z) € Ky al limit d’aquesta successié. Evidentment, s’ha de comprovar que ¢(z) no
depen de la successié (by,),. Per fer-ho, suposem que (ay), i (by)n, sén successions de nombres
racionals tals que (®(ay,)), — 2 i (®1(b,))n — x. Aleshores (®y(b, — ay)), — 0. Raonant
com abans, tenim (b, —a,), — 0. D’aixd podem deduir tornant a utilitzar I’arquimedianeitat
de Ky, que (P2(b, —ay,))n — 0, o sigui, (Pa(ay))n i (P2(b,))n. tenen el mateix limit, com voliem
veure.

Per acabar de provar el resultat, només falta comprovar que es compleixen les propietats men-
cionades al principi de la demostracio:

o v(z+y) =p@)+ey)ip(ry) =) py) Vo,y € K sén conseqiiencia de la Proposicié
1.4.10

e Siguin z,y € K; amb z < y, volem veure que ¢(x) < ¢(y). Escollim successions de
racionals (a,), i (by), tals que (®1(a,))n — i (®1(by))n — y. Aplicant la definicié
de limit amb € := %5%, tenim que existeixen ni,ny € N tals que Vn > ny,ny és

@1 (an) — 2] < L=L = @, (a,) < Z1Y
2 2

> Yy—x r+y

| 1(bn) - y| < 9 = 9 < (I)l(bn)

Pel Corollari 1.5.4, podem prendre racionals g,, g, tals que Vn > ny,ng és ®4(a,) <
P1(gz) < P1(gy) < P1(by) 1, per (b4), és a, < ¢y < gy < by, 1 per tant, Py(a,) < Pa(g,) <
Py(q,) < Da(b,). Per acabar, aplicant la Proposicié 1.4.12 obtenim ¢p(z) < ®5(g,) <
Do(qy) < (y).
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e ¢ injectiva és conseqiiencia de la monotonia. En efecte, si x,y € Ky, z # y, llavors, per
(b4), és x <y oy < x, o sigui, seria p(x) < ¢(y) o bé p(y) < p(z). En qualsevol cas, és

o(r) # o(y).

e Per tltim, veiem que ¢ és exhaustiva. Sigui y € Ky, aleshores podem invertir els papers de
K i Ky al principi d’aquesta demostracié, per obtenir una successi6 de racionals (ay,), tal
que (Ps(ay,)), convergeix cap a y i (P1(ay,)), té limit a Ky, diguem-li z. Per construccio,
tenim ¢(x) = y.

]

Pel que fa a la primera part del Teorema 1.5.2 tenim diverses possibilitats per abordar-la.
Tal i com hem definit el concepte de cos de nombres reals, potser el més adient seria seguir
la construccié de Georg Cantor. No obstant, nosaltres seguirem la de Richard Dedekind®.
Aquesta potser no s’adapta tant a la Definicié 1.5.1, pero a canvi, ens permetra aplicar els
resultats obtinguts per formular una definicié de cos de nombres reals equivalent. Aixo ultim
s’aclarira més endavant.

Comencem amb unes definicions previes.

Definicié 1.5.5. Sigui A C Q, diem que A és un tallament de Dedekind si es compleixen:
(1) A£2,A%£Q
(2) Sia€ Aib < a, aleshores b € A.
(3) Sia € A, aleshores existeix b € A tal que a < b.

Intuitivament, podem pensar que els tallaments de Dedekind sén els intervals de la forma
(—00,b), on b no tindria per que ser un nombre racional. Aixo, evidentment, no té sentit per
ara, ja que no podem especificar que vol dir que b no sigui racional, pero va bé per tenir una
vaga idea dels conceptes amb que treballem.

El cas és que el nostre objectiu sera definir una estructura de cos commutatiu totalment
ordenat, arquimedia i complet per successions sobre el conjunt R := {tallaments de Dedekind}.
Per tant, també podrem pensar que els intervals (—oo, b) representen nombres reals. Per exem-
ple, el conjunt {x € Q : x < 0 0 bé 22 < 2} és un tallament de Dedekind que podriem pensar
com l'interval (—o0,v/2), perd també com el nombre v/2.

Passem a definir 'ordre i les operacions de R

Definicié 1.5.6. Siguin A, B € R. Definim:
e A < Bsi,inoméssi, AC B. En particular, A < B si, i només si, A C B.

e Ay ={reQ:2<0}

A ={reQ:z <1}

~A={z€Q:IyeQ\Az< -y}
A+B:={a+bcQ:ac Abc B}

{r€Qu:TyeQ\Ay<IIUAU{0} siAd> A
—((=A)™ si A< Ag

Si A # Ap, llavors A™1 := {

6Si us interessa la de Cantor, podeu consultar, per exemple, [O1t, pag.50]
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{a-beQup:ac AbeB,ab>0}UA siA>AyiB > A

o A-B:= —((—A)B) SiA<A()iB>AO
AQ SiA:A()OB:AO

Per assegurar que aquestes operacions estan ben definides, caldria comprovar que A > Ay <
—A<Ayi—(—A) =A

El segiient resultat és rutinari i no el demostrarem. Notem que, per exemple, els axiomes
(b1), (b2), (b3), (b4) s6n practicament immediats, pero per alguns altres caldria distingir molts
casos i la demostracié tampoc ens aportaria res interessant més enlla del propi resultat.

Proposicié 1.5.7. El conjunt R amb les operacions i l'ordre de la Definicio 1.5.6 és un cos
commutatiu totalment ordenat.

Els segiients resultats estan dedicats a provar I’arquimedianeitat i la completesa per succes-
sions de R.

Proposicié 1.5.8. Tot subconjunt no buit de R acotat superiorment té suprem.

Demostracio. Sigui C C R, C # @ acotat superiorment, i.e., 3B € R tal que VA € C és

A < B. Definim S := |J A. Provarem que S és el suprem de C. Primer cal veure que S € R.
AeC
Comprovem les propietats dels tallaments de Dedekind:

(1) S # @, perque C # @ i tot tallament de Dedekind és diferent del buit.
S #Q, perque VA € C és A < B < B+ A;. Per tant, existeix b € B+ A; que no pertany
a B, és a dir, no pertany cap A € C. En particular, b ¢ S.

(2) Sia € Sib < a, aleshores a € A per algun A € C. Com que A és un tallament de
Dedekind, ha de ser b € A, o sigui b € S.

(3) Sia €S, aleshores a € A per algun A € C. Com que A és un tallament de Dedekind, ha
d’existir b € A (en particular, b € S) tal que a < b.

Per acabar, comprovem que S és el minim de les cotes superiors de C:

(1) S és cota superior de C: donat A €C,és AC |J A= S, osigui, A <S.
AeC

(2) S és cota inferior del conjunt de les cotes superiors de C: sigui S’ una cota superior de C,

aleshores VA€ Cés AC S ie., S=|J ACS" Per tant, S < 5.
AeC

]

Definicié 1.5.9. Direm que un cos commutatiu totalment ordenat compleix [’azioma del su-
prem si tot subconjunt no buit i acotat superiorment té suprem.

Com a conseqiiencia de la Proposicié 1.5.8, R compleix ’axioma del suprem i, per tant, per
acabar de provar 'existencia del Teorema 1.5.2 sera suficient demostrar el segiient:

Teorema 1.5.10. Tot cos commmutatiu totalment ordenat que compleix l’axioma del suprem
és un cos de nombres reals.

Abans de comencar la prova, enunciem i demostrem aquest resultat.
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Proposicié 1.5.11. Siguin K un CCTO que compleix 'axioma del suprem i (a,), una suc-
cessio de K monotona creizent (resp. monotona decreizent) i acotada superiorment (resp.
inferiorment). Llavors (ay), té limit.

Demostracio. Suposem que Vn € N és a, < a,y1 1 que 3C' € K tal que a, < C' Vn € N.
Aleshores el conjunt A := {a, : n € N} esta acotat superiorment per C' i, per tant, podem
definir [ := sup A. Utilitzant I'exercici 1.5., tenim que a, <1 Vn € NiVe > 0 dng € N tal
que | — e < ap, <. Per tant, per a n > ny tindrem:

l—e<ap, <a,<l=la,— 1] <¢

El cas (a,), monotona decreixent i acotada inferiorment es fa analogament, perd necessitem
que tot conjunt no buit i acotat inferiorment tingui infim. Aixo ultim es pot pensar com una
conseqiiencia de I'exercici 1.6.(d). O

Demostracio. (del Teorema 1.5.10 i, conseqiientment, de la primera part del Teorema 1.5.2)
Siguin K un cos commutatiu totalment ordenat que compleix I'axioma del suprem i ¢ : Z — K
el seu morfisme caracteristic. Hem de veure que K és arquimedia i complet per successions.
Comencem per 'arquimedianeitat:

Amb l'objectiu d’arribar a una contradiccid, suposem que ¢(N) C K esta acotat. Si posem S :=
sup ¢(N), llavors S és cota superior de ¢(N) i, per exemple, S — 1 no ho és. O sigui, In € N
tal que ¢(n) > S — 1. Pero llavors ¢(n + 1) > S contradient el fet que S sigui cota superior de

¢(N).

Veiem ara la completesa per successions:

Suposem que (a,), és una successié de Cauchy. Llavors triant ¢ := 1, tenim que existeix
no € N tal que Yn > ng és |a, — an| < 1 = ap, — 1 < a, < ap, + 1. Triant C' :=
max{|ao|, ..., |ang_1], @, — 1|, |an, + 1|}, es té que |a,| < C Vn € N, és a dir, tota succes-

si6 de Cauchy esta acotada.

Considerem ara la successié (s,), de K amb terme general s,, := sup{a; : ¢ > n}. Notem que
Sp > Spy1, jaque {a; i >n+1} C{a; i >n}, i|s,| < C. En particular, (s,), és monotona
decreixent i acotada inferiorment. Per la proposicié anterior, (s,), té limit, diguem-li {. Veurem
que [ és també el limit de (ay,)s,.

Sigui € € K., aleshores:

(1) In; € N tal que Vn > nq és |s, — I < /3.
(2) 3ng € N tal que Yn,m > ng és |a, — an| < /3.

(3) Per l'exercici 1.5., Ing € N,n3 > ny := max(ni,ng) tal que S,, — /3 < ap, < Sy, =
|an, — Sny| < €/3.

Per tant, Vn > ng tenim:
lan, — 1| < lap — Gny| + |any — Sno| + |Sne — U] <€/3+¢/3+¢/3=¢
Aix0 acaba les demostracions dels Teoremes 1.5.10 1 1.5.2. OJ

Doncs aixo és tot, ja tenim assegurada l’existencia i la unicitat llevat d’isomorfisme monoton.
Pero recordem que haviem dit que un dels avantatges d’aquesta construccié és que ens faria
passar per una definicié equivalent de cos de nombres reals. En efecte, hem obtingut aquest
regal:

Corol:-lari 1.5.12. Un cos commutatiu totalment ordenat és un cos de nombres reals si, 1
només si, compleix ’axioma del suprem.
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Demostracio. La implicacié de dreta a esquerra és el Teorema 1.5.10.

Per la d’esquerra a dreta, suposem que K és un cos de nombres reals. Per la segona part del
Teorema 1.5.2, existeix un isomorfisme monoton ¢ : K — R. Sigui ara A C K, A # & acotat
superiorment, volem veure que A té suprem.

Per ser acotat superiorment, existeix C' € K tal que a < C' Va € A. Per la monotonia de ¢,
tenim que p(a) < p(C) Va € A. Per tant, p(A) C R també és acotat superiorment. Com que
R compleix I'axioma del suprem, podem posar x := sup ¢(A). Definim S := ¢~ (x). Provarem
que S és el suprem de A:

(1) S és cota superior de A: sigui a € A, sifos a > S, aleshores p(a) > ¢(S5) = x, contradient
x = sup ¢(A).

(2) S és cota inferior del conjunt de les cotes superiors de A: sigui S’ una cota superior de
A, aleshores ¢(S5") és una cota superior de ¢(A). Per tant, ha de ser z = ¢(S) < ¢(5’).
Si fos S’ < S, llavors ¢(5") < ¢(5), contradiccié. En definitiva, és S < 5.

O

Tot i que aquesta demostracid és totalment valida, potser la gracia d’aquests resultats esta
en provar-los utilitzant iinicament els axiomes de la Definicié 1.5.1. Aixi ho farem a la propera
seccio.

1.6 Propietats dels cossos de nombres reals

L’objectiu d’aquesta seccid sera enunciar i provar resultats relatius als cossos de nombres reals,
pero sense basar-nos en cap construccié en concret. Utilitzarem, doncs, només la Definicié 1.5.1
i anomenarem R a un cos de nombres reals arbitrari. A més a més, prescindirem de I'is de @,
és a dir, pensarem que tot racional és un element de R.

Definicié 1.6.1. Anomenem successio d’intervals en R tancats i encaixats a tota successié
(I)n, on Vn € N és I, = [a,,b,] CR amb a,, < b, i I,41 C I,.
Donat un interval I = [a,b] amb a < b, definim la seva longitud per [(I) = long(/) :=b—a € R.

Teorema 1.6.2 (Intervals encaixats). Sigui (I,,), una successio d’intervals en R tancats i

encaizats tal que (long(1,)), — 0, aleshores evisteir x € R tal que () I, = {z}.
neN

Demostracio. Escriurem I,, = [a,,b,]. Notem que, en particular, és (b, — a,), — 0, ja que
long(1,,) = b, — ay,.

Per 'axioma de 'eleccid, existeix una aplicacié ¢ : N — R tal que p(n) € I, ¥n € N7. Segons
la Definicié 1.4.1, ¢ és una successié de R. Posarem (c,), = ¢, és a dir, ¢, = ¢(n) Vn € N.
Veiem que (¢,), és de Cauchy.

Sigui £ > 0, com que (b, — a,), — 0, existeix ng € N tal que Vn > ng és b, — a, < €. Llavors
per am >n > ng, tenim ¢, € I, i ¢, € I, C I, o sigui,

Gp, S Cn S bn
_bn S —Cm S —dn

= —(by—an) <chn—cn<b,—a,=|ch —cpn| <b,—a, <ce

anécn,cmébni{

Com que R és complet per successions, podem definir x := lim ¢,. Falta demostrar que
N 1o = {x}:
neN

"Es pot evitar I'is de 'axioma de I’elecci6 si es defineix, per exemple, ¢(n) := a,
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e () I, O {z}: sigui n € N, aleshores és a,, < ¢,,, < b, Vm > n. Utilitzant la Proposicié
neN
1.4.12 amb la successi6 (¢, )m 1 les successions constants (ay)m, (bp)m, tenim a, < x < b,

ésadir,zel, Vne N,

o ﬂN I, C {x}: siguiy € ﬂN I,,, llavors per a tot n € N tenim:
ne ne

a <z <b .
" _ - —(by, — <z—y<b, — <l|lr—uyl<b —
Utilitzant de nou la Proposicié 1.4.12 o la Regla del Sandwich (cf. Teorema 1.4.13), tenim
|z —y| =0, o sigui, y = x.

[]

Com ja s’ha comentat, el resultat segiient ja ha estat provat (cf. Corol-lari 1.5.12), pero ara
ho farem amb els axiomes de cos de nombres reals.

Teorema 1.6.3 (Existencia del suprem). Sigui A C R, A # @& acotat superiorment (resp.
inferiorment), aleshores A té suprem (resp. infim).

Demostracio. Degut a l'exercici 1.6.(d), sera suficient provar el cas A acotat superiorment.
Com que A # &, tenim que dag € A. D’altra banda, com que A esta acotat superiorment,
dby € R cota superior de A.

Definim la successié d’intervals (1,),, de forma recursiva per:

antb 1 si[2edbe h1NA# D
Iy :=lag, bol, Int1 = [ant1,bpta] == { 2an+bn:|] s {an%bn b % nNA f o peran >0
’ 2 » Un -

Aleshores es compleixen les segiients propietats:
(1) Vn € N, b, és cota superior de A.
(2) Vne N, [, NA# 2.
(3) VneNés I, C I,..
(4) long(1,) = 2z 25 0.

Les tres primeres es poden provar facilment per induccié, mentre que per la iltima es pot
demostrar també per induccié que Vn > 1 és 2" > n i, a continuacié, aplicar la Regla del
Sandwich i el Corol-lari 1.4.11(a).

Pel Teorema dels intervals encaixats, existeix S € R tal que [ I, = {S}. Veurem que S és el
neN
suprem de A.

(a) S és cota superior de A: suposem el contrari, és a dir, que a > S per algun a € A.
Vn € N, tenim:

an <S<b,= b, <-S<—a,=0<b,—S<b,—a, 0= (b)), — S

Sigui € :=a — S > 0, llavors existeix ng € N tal que b,, — S < a— S5, és a dir, b,, < a.
Aix0 contradiu la propietat (1) anterior.
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(b) S és cota inferior del conjunt de les cotes superiors de A: suposem el contrari, és a dir,
que existeix S’ cota superior de A tal que S’ < S. Ja hem vist que b, — S. Aix0,
junt amb b, — a, — 0, mostra que a, — S. Per tant, per a € := S — S’ > 0, existeix
no € N tal que S —a,, < S — 9, és a dir, S’ < a,,. Pero per la propietat (2) anterior,
[@ng, bng] N A # @, la qual cosa contradiu el fet que S’ és cota superior de A.

O
Lema 1.6.4. Siguint,s € R, t,s > 0, aleshores:
(a) Sis<t, llavors s" <t"Vn €N, n>1
(b) Sit<1, llavorst" < ...<t’<t<1VneN,n>1

() Sit>1, llavors 1 <t<t*<...<t"VneN,n>1

Demostracio. Notem d’entrada que t™ > 0 per a tot n € N. En efecte, per a n = 1 és cert i si
ho és per a un cert n € N, llavors t"** = ¢" .t > (0 per (b6).

(a) Per am = 1 és clar. Suposem que es compleix per a un cert n € N. Aleshores s"t1 =
s".s < s"-t<t"-t=1t"" on hem utilitzat el Corol-lari 1.2.8.

(b) Per an =1 és clar. Suposem que es compleix per a un cert n € N. Només cal veure que
t"h < ¢". Aixd equival a t"(1 —t) > 0, que és cert, perque 1 —¢,t" > 0 i per (b6).

(c) Per an =1 és clar. Suposem que es compleix per a un cert n € N. Només cal veure que
t"t > " Aixd equival a t"(t — 1) > 0, que és cert, perque t — 1,t" > 0 i per (b6).

O

Teorema 1.6.5 (Existencia de l'arrel n-essima). Siguin @ € R,z > 0 i n € N. Aleshores
existeiz un unic real positiv y tal que y™ = x. Escriurem y = /x.

Demostracio. Veiem primer la unicitat. Sifos 0 < y; < y21y] = = y4, aleshores per l'apartat
(a) del lema anterior, tindriem y} < y%, la qual cosa és una contradiccid.
Per 'existencia, considerem el conjunt £ := {t > 0 :t" < z}. Llavors:

e E # @: provarem que t := 25 € E. Notem que t < z &z < 2* + 2 < 0 < 2% que és
cert. D’altra banda, t < 1, perqueé x + 1 > z. Per I'apartat (b) del lema anterior, tenim
" < ...<t<x, com voliem veure.

e [ esta acotat superiorment: veiem que x + 1 és cota superior de E. Suposem el contrari,
és a dir, que existeix t € F tal que t > x + 1. En particular, tindrem ¢ > x it > 1. Per
I'apartat (c) del lema anterior, obtenim " > ... > ¢ > x, és a dir, t ¢ F, contradiccid.

Definim y := sup F i suposem, amb 'objectiu d’arribar a una contradiccié, que y™ # x. Notem
que per am € N és b™ —a™ = (b—a)(0™ ! + ™ 2a + 0™ 3a® + ... + a™!. En particular, si
0 < a < b, llavors:

V™ —a™ < (b—a)mb™ Tt (%)

Tenim dos casos:

n

e " < x: triem h € R complint 0 < h < min( o

T 1) (existeix al menys un pel
Corol-lari 1.5.4). Aleshores:

(%)
(y+h)"—y" < hn(y+h)" ' <hnly+1)" ' <z —y"

Hem provat que (y 4+ h)" < z, o sigui, y + h € E amb h > 0. Aixo contradiu el fet que y
sigui cota superior de E.
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yr—x
nynfl .

e y" > x: definim k := Observem que 0 < k < y. Pero per a tot t > y — k tenim:

(%)

Per tant, t" > x, és a dir, t ¢ E. Aixo mostra que y — k és cota superior de E, la qual
cosa contradiu que y sigui la cota superior més petita.

Com que en qualsevol cas arribem a una contradiccio, hem acabat la prova. O
Exercicis
1.7. Anomenarem valor absolut a Q a tota aplicacié || - || : @ — [0, +00) que compleix:
(1) ||z|| = 0 si, i només si, x =0

(2) [lzyll = [lz]] - [lyll
(3) [lz +yll < [l + 1yl

Demostreu que:

(a) [[Ul =1l =1 =1.

(b) Si es compleix ||z + y|| < max(||z||,||y||) Vz,y € Q, aleshores si b € D(a,r) :={x €
Q:||la—z|| <7}, tenim que D(a,r) = D(b,r).

(c) Sies compleix ||z + y|| < max(||z||, ||y||) Yz,y € Q, aleshores ||n|] < 1Vn € Z.
(d) El reciproc de I'apartat (c).

1.8. Sigui (A,), una successi6é de subconjunts no buits de R acotats superiorment i tal que
A, € A1 Vn € N. Posem s, := sup A,,. Demostreu que (s,), convergeix si, i només si,

A= |J A, esta acotat superiorment i, en aquest cas, (s,), — sup A.
neN

1.9. Per a quins a € R es pot afirmar que tota successié (x,), de R complint
|Tpi1 — xn] <n® VneN
convergeix?
1.10. Sigui (x,), una successié de nombres reals.

(a) Suposem que existeixen p € (0,1), M > 01ip € N complint que |z,41 — z,,| < Mp"
per a tot n > p. Demostreu que la successié (z,,), és convergent.

(b) Suposem que existeixen p € (0,1) i p € N complint que |z,11 — z,| < plzn — Tp1|
per a tot n > p. Demostreu que la successio (x,,), és convergent.

1.11. Demostreu que si una successié (a,), de nombres reals no esta acotada superiorment,

aleshores té una parcial (a,, ), F (a,), tal que a,, BLEGEENS

1.12. Sigui (z,), una successié6 de nombres reals acotada. Considerem les successions (yy), i
(zn)n amb termes generals y, := min{zy,...,z,} 1 2, := max{xy,...,z,}. Demostreu
que (Yn)n 1 (2n)n convergeixen i que lim y, < lim z,.

1.13. 1) Sigui (m,), una successié d’enters. Demostreu que si (my), és una successié de
Cauchy, llavors existeix ny € N tal que per a tot n > ng, és m, = m,,. En
particular, podem dir que tota successio d’enters i de Cauchy és convergent.
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2) Siguin (pn)n 1 (¢n)n successions de nombres enters no nuls tals que (g,), és acotada
i (pn/qn)n convergeix cap a € R. Demostreu que = € Q.
1.14. Siguin (an)n, (by)n 1 (2,,), successions de nombre reals complint:
(a) Per atot k > 1,a; < by.
k
(b) (bk — ak)k —0
(c) Per atot k > 1, el conjunt Ay = {n € N:z,, & (ag,bg)} és finit.
Demostreu:

1) La successié (x,), és convergent.
2) Siz = lim z,, llavors a;, < x < by, per a tot k > 1.
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Capitol 2
Espais metrics

L’objectiu principal del capitol anterior era demostrar ’existencia d’un cos de nombres reals.
Podriem dir, per tant, que el contingut fonamental de l’assignatura comenca ara i que les
seccions anteriors servien per justificar de forma abstracta el fet que en els segiients capitols
utilitzem un cos de nombres reals, R, de la forma habitual.

2.1 Limits 1 continuitat

Definicié 2.1.1. Un espai métric és un parell (X, d), on X és un conjunt no buit els elements
del qual anomenarem punts i
d: X x X —[0,+00)

és una aplicacio tal que per a tots x,y, z € X compleix:
(1) dlz,y) =0 o=y
(2) d(z,y) = d(y, )
(3) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)
Exemple 2.1.2. e El tipic: (R™,d), on per a x = (x1,...,2,),y = (Y1,.-.,Yn) € R™ és

n

d(z,y) = [ > (yi — zi)?

i=1
e Un no tan tipic: (C([0,1]),dw), on C([0,1]) és el conjunt de les funcions reals continues
en [0,1] (cf. 2.1.10) i per a f,g € C([0,1]) és duo(f,g) = sup{|f(z) — g(x)| : x € [0, 1]}
e Un altre no tan tipic: (C([0,1]),dy), onpera f,g € C([0,1]) ésdi(f,q) = fol |f(x)—g(x)|dx

Definicié 2.1.3. Siguin (X, d) un espai metric, p € X i a € [0,+00). Anomenarem bola oberta
(resp. tancada) de centre p i radi a al conjunt:

B(p,a) :={x € X :d(z,p) < a} (resp. B(p,a):={x € X :d(z,p) <a})

Definicié 2.1.4. Siguin (X, d) un espai metric, £ C X i p € X. Direm que p és un punt limit
de E siper atot e >0¢é ENB(p,e)\{p} # 2.
Denotarem per E’ al conjunt de tots els punts limit de E.

Notem que podem pensar que els punts limit de E sén aquells que estan a F o bé ’infini-
tament a prop’ de E. No obstant, aixo no sempre és cert. Per exemple, si £/ és un tnic punt
o bé un conjunt finit de punts, aleshores E no té punts limit. Com veurem de seguida, aquest
tipus de conjunts (i, fins i tot, d’altres) ens conduiran a alguns problemes formals que haurem
de considerar en detall.

29
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Definicié 2.1.5. Siguin (X, d,) i (Y,d,) espais metrics, £ C X, f : E — Y una funci6 ',
pe E il eY. Diem quel és el limit de f quan x tendeiz cap a p (i escrivim lim f(z) = 1) si,
T—p

i només si,
Ve >0 39 > 0 tal que Vo € E complint 0 < d,(x,p) <6, és d,(f(x),l) <e
Proposicié 2.1.6. Amb les notacions de la definicio anterior, el limit és unic.

Demostracio. Suposem que I’ € Y també ho compleix. Per a tot ¢ > 0 tenim que existeixen
91,09 > 0 tals que Vo € E,0 < d,(x,p) < 0 := min(dy, Jy) és

4,(0,1) < dy(L, f(2) + d,(f(2),1) < e +& = 22
Pel Lema 1.4.6, tenim que d(l,I") = 0, és a dir, [ = I’. ]

Convé definir també el concepte de limit d’una successié de punts, el qual és una generalit-
zacié de la Definici6 1.4.2.

Definicié 2.1.7. Siguin (X, d) un espai metric, (z,), una successié d’elements de X i p € X.
Direm que p és el limit de (z,), o que (z,), tendeiz cap a p si la successié de nombres reals
(d(xy, p))n convegeix cap a 0, és a dir, si

Ve > 0 dng € N tal que Vn > ng és d(z,,p) < ¢
En aquest cas, escriurem lim x, = p, (2,)n —= p, T, — p, entre d’altres.

Com és d’esperar, el limit d’una successio de punts és unic. Per provar-ho, es pot seguir un
raonament analeg al de la demostracié del Teorema 1.4.7.
També podem generalitzar la idea de successié de Cauchy (cf. Definici6 1.4.14):

Definicié 2.1.8. Siguin (X, d) un espai metric i (z,), una successié d’elements de X. Direm
que (x,,)n €s de Cauchy si

Ve > 0 dng € N tal que Vn,m > ng és d(x,, ) < €

Teorema 2.1.9. Siguin (X,d,) i (Y,d,) espais métrics, E C X, f: E — Y una funcid,
p€e€ E ileY. Aleshores son equivalents:

(1) lim f(z) =1
(2) Y(zp)n € E\ {p} tal que liinxn =p és liTan flz,) =1

Demostracio. (1) = (2) : Sigui (z,), una successié de E \ {p} tal que limz, = p. Hem de

veure que la successié (d,(f(x),!)), convergeix cap a 0.
Sigui € > 0. Per (1), tenim que existeix § > 0 tal que:

r € E,0<d.(z,p) <0 =dy(f(x),])<e (%)

Si apliquem la Definici6 2.1.7 amb aquest 6 > 0, tenim que existeix nyg € N tal que Vn > ng és
0 < dy(2y,p) < 6. Finalment, per (x) tenim d,(f(z,),!) < €, com voliem veure.

'En aquest capitol i en els dos segiients, quan diguem que f : E — Y és una funcid, ens referirem a que
f esta definida a tot E, és a dir, que f és, en realitat, una aplicacié. Una forma més correcte seria dir que
f: X — Y és una funcié. No obstant, és necessari explicitar el domini de f en el propi enunciat i, per aixo,
mantindrem f: E — Y a les segiients seccions.
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(2) = (1) : Pel contrareciproc. Suposem que lim f(z) # [. Llavors existeix € > 0 tal que
T—p

V§ >0 3z € E complint 0 < dy(z,p) < idy(f(x),l)>e (%)

Per a cada n € N, considerem A, = {z € E : 0 < d,(z,p) < 1/n,dy(f(z),l) > e}. Per
(#x), tenim que A, # @. L’axioma de leleccié ens permet prendre una successié (z,), tal
que z,, € A, per a cada n € N. Aquesta successié és, en particular, d’elements de E \ {p}.
A més a més, 0 < d,(z,,p) < 1/n, per tant, per la Regla del Sandwich, és d,(z,,p) — 0.
D’altra banda, d,(f(x,),!) > ¢. Per la Proposicié 1.4.12 ha de ser li}Ln dy(f(zn),l) > >00bé

(dy(f(xn),1)), no convergeix. En qualsevol cas, tenim lim f(xz,) # [. O

Definicié 2.1.10. Siguin (X,d,) i (Y,d,) espais metrics, £ C X, f : E — Y una funcié i
p € E. Diem que f és continua a p si

Ve > 0 36 > 0 tal que Vo € E complint d,(z,p) < 9 és dy(f(x), f(p)) <e

També direm que f és continua a F' C F si ho és a tots els punts de F.

Observacié 2.1.11. Destaquem dues diferencies entre aquesta definicié i la de limit d’una
funcio.

En primer lloc, a la Definici6 2.1.5 s’exigeix que p € E’, ja que el concepte de limit té sentit
per aquest tipus de punts. Pero a la de continuitat imposem que p € E, perque hem de poder
prendre la imatge de p per f.

D’altra banda, notem que hem escrit 0 < d,(z,p) < ¢ i d,(x,p) < J. La causa d’aixo és que
ens interessa que funcions com f(0) =1, f(x) =0 Vo € R\ {0} tinguin limit 0 quan = tendeix
cap a 0, pero no siguin continues.

No obstant, com a relacié entre les dues definicions, tenim:

Proposicié 2.1.12. Siguin (X,d,) i (Y,d,) espais meétrics, E C X, f: E — Y una funcio i
p € ENE'. Aleshores f és continua a p si, i només si, lim f(x) = f(p).
T—p

Demostracio. =: immediat.
<=: Sigui € > 0, aleshores 30 > 0 tal que Vo € E complint 0 < d,(z,p) < 6 és dy(f(z), f(p)) < €.
I també per a x € E tal que d,(x,p) =0, és x =pid,(f(z), f(p)) =0<e. ]

Proposicié 2.1.13. Siguin (X, d,), (Y,d,),(Z,d,) espais métrics, EC X, pe E, f: E—Y
ig: f(E) — Z dues funcions continues a p i f(p), respectivament. Aleshores go f és continua
anp.

Demostracio. Tenim les segiients hipotesis:
(1) Ye >0 36 > 0 tal que Vy € f(E), si dy(y, f(p)) < 9, Havors d.(g(y), g(f(p))) < €.
(2) V6 >0 3p > 0 tal que Vo € E, si d,(z,p) < p, lavors d,(f(z), f(p)) < 6.

Sigui € > 0, podem prendre el § > 0 donat per (1) iel u > 0 donat per (2). Aleshores si z € E,

tenim:
(2

do(,p) < 1 2 dy(f(2), f0) < 6 D d(g(f (), 9(f D)) < €

Acabem aquesta seccié amb unes definicions i observacions.
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Definicié 2.1.14. Siguin (X, d) un espai metric, E C X ip € E.
Direm que p és un punt d’acumulacié de E si per a tot ¢ > 0 és EN[B(p,e) \ {p}]| # 2.
Direm que p és un punt aillat de E sino és d’acumulacié, és a dir, si 30 > 0 tal que B(p,d)NE =

{r}-

Observacié 2.1.15. Notem que tota funcié és continua als punts aillats. En efecte, si p €
és un punt aillat de F' i e > 0, aleshores 39 > 0 tal que B(p,d) N E = {p}. Per tant, per a tot
x € E complint d,(x,p) <9, i.e., x € B(p,d) = {p}, és d,(f(x), f(p)) =0 <e.

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

Exercicis

Siguin (C([0,1]), dw) I'espai metric de 'Exemple 2.1.2, (R, |-|) I'espai metric habitual dels
reals i

F:e([0,1]) —

R
d
fH/Of(x)x

Demostreu que F' és continua a tot C([0, 1]).

Sigui (z,), una successié a un espai metric (X, d). Demostreu que (x,,), convergeix cap
a z € X si, i només si, tota parcial de (x,), convergeix cap a x.

Sigui (z,), una successié de Cauchy a un espai metric (X,d). Demostreu que si la
successié (z,,), té una parcial convergent cap a € X, aleshores (z,), convergeix cap a
.

Sigui (x,,), una successié a un espai metric (X, d).
(a) Demostreu que si (z,), convergeix cap a x € X, llavors les successions (z2,), i
(Zon11)n també convergeixen cap a x.
(b) Si (z2n)n 1 (Ton41)n sOn convergents es pot assegurar que (x,,), és convergent?
(¢) Si(xon)n i (T2n11)n s6n convergents cap a x € X, demostreu que (), també ho és.

(d) Més generalment, demostreu que si existeixen dues successions parcials (Zq(n))n,
(Zg(n))n que convergeixen cap a x € X i compleixen o(N) U s(N) = N, aleshores
(), també convergeix cap a x.

Sigui (z,), una successié a un espai metric (X, d) de manera que les parcials (z2,)n,
(Z2n+1)n, (T3n)n convergeixen. Demostreu que (x,,), convergeix.

Sigui (x,), una successié a un espai metric (X, d).

(a) Si tota parcial de (x,), té una parcial convergent, podem afirmar que (x,), és
convergent?

(b) Sigui x € X. Demostreu que si tota parcial de (z,), té una parcial que convergeix
cap a x € X, aleshores (x,), té limit .

Sigui (z,,), una successié a un espai metric (X, d) i sigui €, := d(zp, Tpy1), per an > 0.

o
(a) Demostreu que si Y & < 400, llavors (z,,), és una successié de Cauchy.
k=0
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(b) Demostreu que si (x,), és convergent i limz, =z € X, llavors per a tot n > 0, és:
n
o
d(z,z,) < Zek
k=n

2.8. Siguin (an)n, (bn)n dues successions a un espai metric (X, d). Demostreu que:

(a) Si (an)n i (by), son de Cauchy, aleshores la successié de R (d(ay, by)), té limit.
(b) Si (an)n és de Cauchy i limd(ay,b,) = 0, aleshores (b,),, és de Cauchy.

(¢) Si (an)n és de Cauchy i limd(ay,b,) = 0, aleshores (b,),, convergeix cap a [ € X si,

i només si, (a,), convergeix cap a l.

2.2 Conjunts oberts i tancats. Topologia i espais
metrics

En aquesta seccié construirem una topologia a partir d’un espai metric arbitrari i donarem
alguns resultats relatius a aquests conceptes.

Definicié 2.2.1. Siguin (X,d) un espai metric, E C X i p € E. Direm que p és un punt
interior de E si 36 > 0 tal que B(p,d) C E.
)

Denotarem per E al conjunt dels punts interiors de E.

Definicié 2.2.2. Siguin (X, d) un espai metrici F C X.

o

(1) Direm que E és obert si E = E.
(2) Direm que E és tancat si E€ := X \ E és obert.

Exemple 2.2.3. Siguin (X, d) un espai metric, E C X, pe€ Eir > 0.

Aleshores B(p,r) és obert. En efecte, si © € B(p,r), hem de definir un cert § > 0 tal que
B(z,0) € B(p,r). Prendrem ¢ := r — d(z,p) > 0. Veiem ara la inclusié: sigui y € B(z, /),
lavors d(p,y) < d(p,x) +d(z,y) <r—95+0=r,ie,y € B(p,r).

D’altra banda, B(p,r) és tancat. Notem primer que B(p,7)¢ = {z € X : d(p,z) > r}.
Sigui € B(p, )¢, hem de veure que existeix § > 0 tal que B(z,0) € B(p,r)¢. Prendrem
0 :=d(x,p)—r > 0. Velem ara la inclusid: sigui y € B(z,d), llavors d(z,y) < § = d(x,p) —r <
d(z,y) +d(y,p) —r, és a dir, d(y,p) > r, d’on es dedueix y € B(p,r)¢.

Finalment, notem que tant & com X sén oberts. Per tant, també es té que @ i X sén
tancats.

Proposicié 2.2.4. Sigui (X, d) un espai métric.

(a) Si{E;}icr €s una familia d’oberts, llavors | ) E; és obert.
il

(b) Si{E;}icr és una familia d’oberts, llavors (| E; no té perqué ser obert.
il

(¢) Si A, B son oberts, llavors AN B és obert. Com a conseqiiéncia, la interseccid finita
d’oberts és un obert.
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Demostracio.  (a) Sigui x € |J E;, aleshores x € Ej; per algun j € I. Com que Ej; és obert,
i€l
tenim que existeix § > 0 tal que B(x,0) C E; C |J E;.
i€l

(b) Es suficient posar un exemple. A (R,|-|) tenim que {(=1/n,1/n)}nen és una familia
d’oberts, pero [)(—1/n,1/n) = {0} no és obert.
el

(c) Sigui z € AN B, llavors

x € A= 354 > 0 tal que B(x,04)

04) C A .
x € B=30p > 0 tal que B(z,dp) C B }:>B(:L’,m1n{(5A,(53}) CANB

Com a conseqiiencia gairebé immediata d’aquesta proposicio:
Corol-lari 2.2.5. Sigui (X, d) un espai metric.

(a) Si{FE;}icr €s una familia de tancats, llavors [ E; és tancat.
icl

(b) Si{E;}ier és una familia de tancats, llavors |J E; no té perqueé ser tancat.
i€l
(¢) St A, B sdn tancats, llavors AUB és tancat. Com a conseqiiéncia, la unié finita de tancats
és un tancat.

Demostracio. Una possible prova es basa en les propietats que trobem en prendre complemen-
taris de conjunts. Més precisament, en les igualtats

5= (59)° UEfC(ﬂE")C ﬂE@C(UEi)C

i€l i€l i€l i€l
[l

Aquestes propietats seran molt ttils per provar altres resultats que involucrin unié o inter-
seccié d’oberts o tancats.

Com a conseqiiencia de la Proposicié 2.2.4 i del fet que @ i X siguin oberts, tenim que el
conjunt de tots els oberts de (X, d), que anomenarem 7y, és una topologia sobre X.

Pero aixo no és tot. Les funcions continues entre espais topologics tenen una determinada
definicié i seria interessant que aquesta fos equivalent a la Definicié 2.1.10. En efecte, es té el
segiient:

Teorema 2.2.6 (Caracteritzacié de la continuitat per oberts). Siguin (X, d.), (Y,d,) espais
metrics, 1 f : X — Y wuna aplicacio. Aleshores f és continua a X si, i només si, per a tot
Very és f[TYV)eTx.

Demostracidé. =: Suposem que f és continua a X i que V € 7y. Volem veure que f~1(V) € 7x.
Sigui p € f~YV), aleshores f(p) € V. Com que V és obert, tenim que 3¢ > 0 tal que
B(f(p).e) € V.

D’altra banda, com que f és continua a p, tenim que per aquest & 0 46 > 0 tal que
Vo € X,d,(z,p) < § és dy(f(z), f(p)) < e. Afirmem ara que B(p,0) C (V) En efecte, si

x € B(p,9), llavors d,(x,p) < 0 1, per tant, d,(f(z), f(p)) < e, i.e., f(z ) € B(f(p),e) CV,o0
sigui, z € f~1(V).
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<: Siguip € X i e > 0. Considerem V := B(f(p),e) € 7y. Per hipotesi, és f~1(V) € 7x i,
com que p € f~1(V), tenim que existeix § > 0 tal que B(p,d) C f~1(V). Tenim que per a tot
r e X és:

do(,p) <0 =z €B(p,0) = x € f (V)= f(z) €V =dy(f(2),f(p)) <e¢
O

Corol-lari 2.2.7 (Caracteritzacié de la continuitat per tancats). Siguin (X,d,), (Y, d,) espais
metrics, © f : X — Y wuna aplicacio. Aleshores f és continua a X si, i només si, per a tot
F CY tancat és f~1(F) C X tancat.

Demostracio. Immediat amb les igualtats

F— (EC)C ffl (FC) _ ffl(F)C

Exercicis

2.9. Demostreu que £ = {f € C([0,1]) : 0 < xér[}fl] flz) < msel[JE)I,)l} f(z) < 1} és obert a
(C([0,1]), dso)-
2.10. Sigui A C R obert. Demostreu que per a cada x € R,z # 0, els conjunts 2+ A 1= {z+y :
yeAtixz-A:={x-y:y € A} sén oberts.
2.11. Un espai metric (X, d) es diu ultrametric si per a tots x,y,z € X és
d(z,y) < max(d(x, z),d(z,y))
Sigui (X, d) un espai ultrametric. Proveu:

(a) Tota bola oberta de (X, d) és un conjunt tancat.

(b) Una successié (ay,)n és de Cauchy en (X, d) si, i només si, lir+n d(an, any1) = 0.
n——+0o0

2.12. Es tracta de provar una generalitzacié del Teorema dels Intervals Encaixats (cf.Teorema
1.6.2). Sigui (X, d) un espai metric complet per successions. Per a un conjunt no buit

E C X definim el seu diametre com diam F = sup d(z,y). Suposem que (E,), és una
el

successio de subconjunts tancats i no buits de X que compleix F,; C FE, per a cada
n > 11 diam(E,) — 0.

(a) Suposem que z, € E, per an > 1. Demostreu que la successié (z,), és de Cauchy.

(b) Demostreu que (| E, # @. (Pista: Utilitzeu una successié de l'apartat (a) i el
n=1
Lema 2.3.10)

n=

oo
(¢) Demostreu que existeix z € X tal que () E, = {z}.
1

2.13. Sigui X = (0, +00). Definim

d: X xX —R
1 1
(z,y) — ’

r oy
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(a) Demostreu que (X, d) és un espai metric.

(b) Proveu que la successié (n), és de Cauchy a (X, d). Es convergent a (X, d)?

(¢c) Es la successi6 (1/n), de Cauchy a (X, d)?

(d) Demostreu que si (a,), € X, llavors (a,), convergeix a X si, i només si, convergeix
a (X,d),on d(z,y) = |xr —y| i, en tal cas, els limits coincideixen.

2.3 Compacitat

Definicié 2.3.1. Siguin (X, d,) un espai metrici £ C X. Direm que E és acotat si existeixen
pe X ir>0tals que £ C B(p,r).

Si (Y,d,) és un espai metric i f : E — Y és una funcié, llavors direm que f és acotada si
f(E) CY és acotat.

Definicié 2.3.2. Siguin (X, d) un espai metric i K C X. Direm que K és compacte si per a
tot recobriment per oberts se’'n pot extreure un recobriment finit. Es a dir, si per a tota familia
d’oberts {G;}ier complint K C | J G, existeix J C [ finit tal que K C |J G;

iel ieJ
Teorema 2.3.3. Siguin (X,d) un espai métric i K C X un compacte. Aleshores K és tancat
1 acotat.

Demostracio. Comencem veient que K és acotat. Prenem p € X qualsevol. Aleshores K C

U B(p,r), és a dir, {B(p,r)}rer., és un recobriment per oberts de K. Per tant, existeix
r>0

J C Ry finit tal que K C |J B(p,r). Per ser J finit, podem posar R := max.J i tenim
red

U B(p,r) = B(p, R). En definitiva, K C B(p, R), com voliem veure.
red

Veiem ara que K és tancat, és a dir, que K€ és obert. Sigui p € K€, volem provar que p és
interior, o sigui, que 33 > 0 tal que B(p,d) C K.
Considerem el recobriment per oberts de K {B(z, %d(x,p))}ze k. Com que K és compacte,
existeix J C K finit tal que K C |J B(z, 3d(x,p)). Posem § := mi? d(z,p).

fAS

zeJ
Afirmem que J B(z, 3d(z,p))NB(p,d) = @. En efecte, siy € |J B(x, 3d(x,p))NB(p,d) = 2,
xzeJ zeJ

aleshores

Jx € J tal que y € B(z, 3d(x,p)) = d(z,y) < d(z,p)/2

y € B(p,6) = d(p,y) < 0 = min yd(w,p) < 3d(z,p)

1 1
:i'd(xvp):g d(x7y)%_d(y7p)<< Ed(xvp)<+ 5d($,p):=:d($,p),Contradhxjé
C
Finalment, aixo implica que B(p,d) C | J B(z, %d(x,p))} C K€, com voliem veure. O
xeJ

Proposicié 2.3.4. Siguin (X,d,) un espai meétric on X és compacte, (Y, d,) un espai métric
qualsevol i f: X — Y una funcid continua a X. Aleshores f(X) CY és compacte.

Demostracio. Sigui {G;}icr una familia d’oberts de Y tals que f(X) C |J G;, aleshores X C

icl
F (Ui Gi) = U f7H(G;). Com que f és continua, {f~*(G;)}ier és un recobriment per oberts
il
de X. Per tant, existeix J C I finit tal que X C |J f~4(G;) = f! (U Gi) i, finalment,
icJ i€J
Xy s

icJ
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Observacio 2.3.5. Notem que aquest resultat no és molt 1til a la practica, ja que s’exigeix que
f sigui continua a tot X i que X sigui compacte (cosa que gairebé mai és certa). A continuacié
intentem generalitzar aquesta proposicio.

Lema 2.3.6. Siguin (X, d) un espai metric i K C X un compacte, aleshores K és compacte a
Vespai metric (K, djxxx)-

Demostracio. Sigui {G;}ier un recobriment per oberts de K a (K, digxx). Afirmem que G,UK¢
és obert a (X, d) per a cada i € I. En efecte, si p € G; U K€, tenim dos casos:

(1) pe K. Com que K€ és obert, existeix § > 0 tal que B(p,d) C K¢ C G; U K©.

(2) p € G;. Com que G és obert a (K, djxxxk), existeix § > 0 tal que Bg(p,d) := {z € K :
d(z,p) <0} C G;. Llavors B(p,8) = Bg(p,d) U{x € K¢ :d(x,p) <6} C G; UKE.

Per tant, {G; U K };c; és un recobriment per oberts de K a (X, d), amb la qual cosa, existeix

J C I finit tal que K C |J(G; U K®) = (U Gi> U K€ Finalment, d’aquf es dedueix que
icJ icJ
KC UG, O

ieJ

Teorema 2.3.7 (Generalitzacié de 2.3.4). Siguin (X,d), (Y,d,) espais métrics, K C X com-
pacte i f: K — Y una funcid continua a K. Aleshores f(K) CY és compacte.

Demostracio. Com que f és continua a K considerant-la a I'espai metric (X, d), tenim que f
és continua a K considerant-la a I'espai metric (K, djxxx). Pel lema anterior, K és compacte
a (K,d|kxx) i per la Proposicié 2.3.4, f(K) C Y és compacte. ]

Corol-lari 2.3.8. Siguin (X,d,), (Y.d,) espais métrics, K C X un compacte i f : K — Y
una funcio continua a K. Aleshores la funcio f €s acotada.

Demostracio. Pel Teorema 2.3.7, és f(K) C Y compacte i, pel Teorema 2.3.3, és f(K) acotat.
]

Ens disposem ara a demostrar el Teorema de Weierstrass i alguns altres resultats notables.

Lema 2.3.9. Siguin (X, d) un espai meétric, K C X un compacte i F C K un tancat. Aleshores
F és compacte.

Demostracid. Sigui {G;}ie; un recobriment per oberts de F, aleshores tenim K C FCU F C
FCU UG, ), osigui, {F°} U{G;}ier és un recobriment per oberts de K. Aixo implica que

iel
existeix J C [ finit tal que K C FCU (U GZ»). Com que F C K, tenim F C F¢ U (U Gi>,
icJ icJ
ie, F C |J G;, com voliem veure. ]
icJ

Lema 2.3.10. Siguin (X, d) un espai meétric i FF C X. Aleshores F és tancat si, i només si,
tota successio convergent de F' té limit en F.

Demostracio. =: Per reducci6 a 'absurd. Suposem que F' és tancat i que 3(z,), successio de
F tal que (x,), — x € F¢. Com que FC és obert, tenim que 3¢ > 0 tal que B(xz,e) C FC.
Aplicant la definicié de limit a la successié (x,,),, tenim que existeix ng € N tal que Vn > ny és
d(zn, ) < €, 0 sigui, ,, € B(x,e) C FC. Aix0 contradiu el fet que (z,,), és successi6 de F.
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«: Per reducci6 a I’absurd. Suposem que F no és tancat. Llavors F© no és obert, és a dir,
existeix # € F'© tal que Ve > 0 és B(x,e) € FC, o sigui, B(z,e) N F # @.
Per a cada n € N considerem els conjunts A,, := B(z,1/n) N F # &. L’axioma de ’eleccié ens
permet prendre una successié (x,), de F tal que z,, € A,, ¥n € N.
Per arribar a una contradicci6 sera suficient provar que z és el limit de (z,),, ja que tindriem
r € FNF®=@. En efecte, si € > 0, per 'arquimedianeitat de R, podem prendre ny € N tal
que ng > 1/e, o sigui, 1/ng < . Per a tot n > ng tenim llavors:

d(zp,z) <1/n<1/ng<ce
On a la primera desigualtat s’ha utilitzat que x,, € B(x, 1/n). O

Teorema 2.3.11 (Weierstrass). Siguin (X,d) un espai métric, K C X compacte i f: K — R
una funcio continua a K. Aleshores f(K) té mazxim i minim.

Demostracio. Pel Teorema 2.3.7, tenim que f(K') és compacte i, en particular, és tancat i
acotat. Per I'axioma del suprem o Teorema 1.6.3, tenim que existeixen 'infim i el suprem de
f(K). A continuacié provarem nomsés el cas del maxim, ja que I'infim és analeg.

Posem M := sup f(K). Aleshores Vn € N dz,, € K tal que M — 1/n < f(x,) < M. Aix0 i
I’axioma de ’eleccié ens permeten construir una successié (z,,), de K que compleix la propietat
anterior. Per la Regla del Sandwich, (f(x,)), — M. Com que f(kK) és tancat, pel Lema
2.3.10, tenim que M € f(K), com voliem veure. ]

Proposicié 2.3.12 (Propietat de la intersecci6 finita). Siguin (X, d) un espai métric i {K;}ier
una familia de compactes a X tal que ¥J C I finit és (| K; # @. Aleshores (| K; # &.
ieJ iel
Demostracio. Prenem j € I qualsevol. Suposem, amb l'objectiu d’arribar a una contradiccid,
que Vo € K; és v ¢ () K;. Per tant, K; C |J KF. Com que els K sén oberts, tenim que
iel i€l
existeix J C I finit tal que K; C |J KF, o sigui, (ﬂ KZ) N K; = @, contradiccio. ]
icJ icJ

Teorema 2.3.13. Siguin (X, d,) un espai métric on X és compacte, (Y, d,) un espai métric
qualsevol i f : X — Y wuna funcid bijectiva i continua a X. Aleshores f~1:Y — X també
és continua.

Demostracid. Pel Corol-lari 2.2.7, sera suficient veure que per a tot tancat F' C X és (f~1)"1(F) =
f(F) CY tancat.

Com que F C X és tancat i X és compacte tenim, pel Lema 2.3.9, que F' és compacte i, pel
Teorema 2.3.7, f(F') CY és compacte, en particular, tancat. ]

2

Tot i que no el demostrarem®, és convenient incloure el segiient resultat.

Teorema 2.3.14 (Caracteritzacié dels compactes per successions). Siguin (X,d) un espai
metric 1 K C X. Aleshores K €és compacte si, © només si, per a tota successio de K exis-
teix una parcial convergent a un punt de K.

Acabem aquesta seccié caracteritzant els compactes de (R, |-|) i enunciant el resultat analeg
per a 'espai metric (R™, d) de 'Exemple 2.1.2.

Proposicié 2.3.15. Siguin a,b € R, a < b, aleshores:

(a) [a,b] és compacte a (R,|-]).

2Les proves es poden trobar, per exemple, a http://www.um.es/docencia/pherrero/compactos.pdf
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(b) K CR és compacte si, i només si, €s tancat i acotat.

Demostracio.  (a) Suposem el contrari. Aleshores existeix un recobriment per oberts {G;}icr
de [a,b] tal que VJ C I finit és [a,b] € U G..
i€J
Definim la successié d’intervals de (I,,),, de R de forma recursiva per:

Iy = [ao, bo] :=[a,b] i, per an >0,

[y, %], si VJ C I finit, és [ay, “"T“’"] ¢ U G;
-[n—i-l - [an—‘rl) bn+1] = an+bn : : an+bniEJ
[4n32m by, sidJ C T finit tal que [a,, “2372] C u} G;
1€

Es pot provar facilment per induccié que:

(1) Vne Nés I, C I,,41.

(2)

(3) Vn € N, I,, no admet un subrecobriment finit de {G;};c;.
(4) (long(I,)), = &2 0.

Vn € N és I,, tancat.

Pel Teorema del Intervals Encaixats, existeix x € R tal que |J I, = {z}. En particular,
neN

és © € [a,b] C |J G;. Per tant, existeix j € I tal que z € G;. Com que G; és obert,
i€l

existeix ¢ > 0 tal que (x —d,2+0) C Gj.

D’altra banda, com que long(I,) — 0, tenim que Ve > 0 Ing € N tal que VYn > ng és

b, — a, < e. Escollint € := ¢, tenim b,,, — a,, < 0. Afirmem que I,,, C (x — 6,z + §).

En efecte, donat y € I,,,, com que també és x € I, tenim |y — x| < by, — @y, < 6, O

sigui, y € (x — 6,z + 9).

Per tant, I,, C (x — d,z 4+ 6) C G;, amb la qual cosa I,, admetria un subrecobriment

finit, contradient (3).

(b) La implicacié d’esquerra a dreta és el Teorema 2.3.3. Pel reciproc, considerem K C R
tancat i acotat. Aleshores existeix un interval [a,b] que el conté. Com que [a,b] és
compacte, tenim, pel Lema 2.3.9, que K és compacte.

]

El resultat segiient és una generalitzacié la proposicié anterior que no demostrarem en
aquests apunts. *

Teorema 2.3.16 (Heine-Borel). Sigui K C R™. Aleshores K és compacte a (R",d) (cf. Exem-
ple 2.1.2) si, i només si, K és tancat i acotat.

Exercicis

2.14. Sigui B C R un tancat i K C R un compacte. Demostreu que el conjunt B + K =
{r+y:2€ B,y € K} és tancat.

2.15. Sigui (F,d) un espai metric.

(a) Demostreu que si (z,), C E convergeix cap a x € F, llavors |J {z,} U{z} C E és
neN
compacte.

3Es pot consultar | , pag.43] o [ , pag.90]. A totes dues es fa una generalitzaci6 de la demostracié de
la Proposicié 2.3.15.
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(b) Siguin (E’,d') un espai metric i f : E — E’ una aplicacié que compleix que per a
tot compacte K C F, és fix continua a K. Demostreu que f és continua a F.

2.16. Proveu el segiient cas particular del Teorema 2.3.14. Sigui K C R un compacte i (x,), C
K, aleshores existeixen un element x € K iuna parcial (x,, ) - (2,), tals que lilgn T, = T.

2.4 Continuitat uniforme

Introduirem ara un concepte més fort que la continuitat que ens permetra formular resultats
forca interessants en els seglients capitols: la continuitat uniforme. Es convenient, pero, po-
sar totes dues definicions seguides per tal de poder-les comparar comodament. Comencem
recordant la de continuitat.
Definicié 2.4.1. Siguin (X, d,), (Y, d,) espais metrics, E C X i f: E — Y una funcié. Diem
que f és continua (a E) si

Vp € E Ve >0 36 > 0 tal que Vg € E complint d,(p,q) < és dy(f(p), f(q)) <e

Definicié 2.4.2. Siguin (X, d,), (Y,d,) espais metrics, £ C X i f : E — Y una funcié. Diem
que f és uniformement continua (a E) si

Ve > 030 > 0 tal que Vp, ¢ € E complint d,(p,q) <9 és d,(f(p), f(q)) <e¢
A més a més, diem que f és uniformement continua a /' C F si fip és uniformement continua.

Intuitivament, si Y = R, podem pensar que les funcions uniformement continues sén aquelles
que sén continues i no creixen ni decreixen molt rapidament. El segiient exemple posa aixo de
manifest.

Exemple 2.4.3. La funci6 f(z) = 1/x no és uniformement continua a (0,1]. En efecte,
per a ¢ = 1, podem definir z, := % iy, = % Notem que |z, — y,| = % 5 0, perd
[f(zn) = flyn)l =n = 1=e¢.

Aixo0 ja és suficient, ja que tenim que Vo > 0 existeix ng € N tal que posant p := x,, 1 ¢ := yp,
és [p—q| <9, pero [f(p) — f(g)] = €.

El fet de considerar dues successions que s’apropen, pero tals que les seves imatges per f
s’allunyen és molt habitual per demostrar que una funcié no és uniformement continua. La

proposicio segiient ho generalitza.

Proposicié 2.4.4. Siguin (X,d,),(Y,d,) espais métrics, E C X i f : E = Y una funcio.
Si existeiven successions (Tn)n, (Yn)n C E tals que dp(Tn,yn) — 0 i dy(f(xn), f(yn)) - 0,
aleshores f no és uniformement continua o E.

Demostracio. Per les hipotesis, tenim:

(1) dy(f(xn), f(yn)) - 0= 3e > 0 tal que Yng € N 3In > ng complint dy(f(zn), f(yn)) > €.

(2) do(T0,yn) —= 0= V6 >0 3In; € N tal que Vn > ny és dy(zn, yn) < 0.

Triem el € > 0 donat per (1). Sigui 6 > 0, prenem el n; € N donat per (2). Posem ng := n4
a (1) i obtenim un natural n > ny = n; tal que dy (2, yn) < 0 1 dy(f(zn), f(yn)) > €, la qual
cosa és el contrari de la Definicié 2.4.2. O]
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La proposicié anterior ens proporciona un metode per demostrar que certes funcions no sén
uniformement continues. Per veure el contrari, és a dir, per provar que una determinada funcié
si que ho és, ens servira el segiient teorema.

Teorema 2.4.5. Siguin (X, d,), (Y, d,) espais métrics, K C X un compacte i f : K =Y una
funcio continua a K. Aleshores f és uniformement continua a K.

Demostracio. Sigui € > 0. Per hipotesi, tenim que Vp € K 36, > 0 tal que Vg € K N B(p,d,)
és d,(f(p), f(q)) < e/2. L’axioma de 'eleccid ens permet prendre un d, > 0 concret per a cada
p € K que compleix la propietat anterior.

Notem que {B(p, %”)}pe Kk ¢és un recobriment per oberts de K. Per tant, existeix J C K finit
tal que K C |J B(p, %") Definim § := min{é,/2}.

peJ peJ
Siguin z,y € K tals que d,(z,y) < 6, sera suficient veure que d,(f(z), f(y)) < e.

%), o sigui, dy(z,p) <

Com que x € K C | B(p,%”), tenim que Jp € J tal que x € B(p, %

peJ

d,/2 < 0, 1, per tant, d,(f(z), f(p)) <e/2.
dy

D’altra banda, d,(y,p) < dy(z,y) + d.(z,p) < 6 4+ 0,/2 < 0,/2 + 6,/2 = 6,. Per tant,

d,(F(y), F(p)) < /2.
En definitiva, d, (f(x), f(1)) < dy(F(2), F(p)) + dy(F(0), F(3)) < £/2+ /2 =¢. =

Exercicis

2.17. Sigui f : (0,1) — R una funcié continua i acotada a (0,1). Definim la funcié g :
(0,1) — R donada per g(z) = z(1 —z) f(x). Demostreu que g és uniformement continua
a (0,1).

2.18. Demostreu que:

(a) f(z) = 2% no és uniformement continua a R.
(b) f(x) =1/x és uniformement continua a [1,+00) i no ho és a (0, 1).

(c) f(z) = (1+2?) ! és uniformement continua a R.

2.19. Sigui f(z) = sina?, per a x € R. Estudieu la continuitat uniforme de f a R.

2.20. Sigui f : R? — R la funcié definida per f(z,y) = 1f 5+ 1_5 5+ Estudieu la conti-
T Y

nuitat uniforme de f a R2.

2.21. Sigui f : [0,+00) — R una funcié uniformement continua a [0,+00) i g : [0,1] — R
una funcié Riemann integrable a [0, 1]. Demostreu que la funcié

szlf@+W®ﬁ

és uniformement continua a [0, 4+00).
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2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.
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Sigui F' C R"™. Demostreu que la funcié

(- F) :R" — R
x— d(z, F):=inf{||lx —y|| : y € F}
¢és continua a R".
(a) Sigui K C R™ un conjunt compacte. Demostreu que la funci6 d(-, K) és uniforme-

ment continua.

(b) Sigui f : R — R una funci6 continua i sigui 6 > 0. Definim K := {z € R" :
d(z, K) < ¢}. Demostreu que f és uniformement continua a Kj.

Sigui I € R un interval no trivial complint que totes les funcions continues a I sén
uniformement continues a I.
(a) Demostreu que I és tancat.

(b) Demostreu que [ és acotat.
(Indicacié: En cadascun dels apartats suposeu el contrari)
Sigui f : [0, +00) — R una aplicacié.

(a) Sigui 6 >01i N € N. Per a cada x > 0 amb néd <z < (N + 1)d, comproveu que
N
@) = FO)] < Y [f(kS) = f((k = 1)8)] + |f(z) = F(NO)|
k=1

(b) Demostreu que si f és uniformement continua, llavors existeixen A, B > 0 tals que
|f(x)] < A+ Bz per a tot x € [0, +00).

(¢) Deduiu que un polinomi P és uniformement continu a [0, 400) si, i només si, deg P <
1.

Siguin (£, d) un espai metric, f : E — F una funci6 uniformement continua i (z,), C E
una successié de Cauchy. Demostreu que (f(x,)), € E és també de Cauchy.

Sigui f : R — R continua. Suposem que existeixen els limits lim f(z) i liril flz)i
T——00 T—r1+00

son finits. Demostreu que f és uniformement continua a R.

Siguin (X, d), (X', d") espais metrics, f : X — X’ una funcié uniformement continua.
Proveu que si @ # A, B C X compleixen que d(A, B) = 0, llavors d(f(A), f(B)) = 0.
Recordeu que d(A, B) = Ii4nbf Bd(a, b).

acA,bE

Un subconjunt C' d’un espai metric (X, d) es diu que és totalment acotat en X quan, per
a cada r > 0, podem recobrir C' per un nombre finit de boles obertes de radi r.

(a) Siguin (E,d)i (F,d) espais metricsi f : E — F una funcié uniformement continua.
Demostreu que si A C E és totalment acotat a F, llavors f(A) C F és també
totalment acotat a F'.

(b) Demostreu que a R amb la distancia euclidiana, un subconjunt A C R és totalment
acotat si, i només si, A és acotat.



Capitol 3

Successions 1 series de funcions

En aquest capitol considerarem successions i series de funcions en espais metrics. No obstant,
per estudiar la seva convergencia es necessita especificar una distancia entre funcions. Pero
com veurem a continuacio, no hi ha una tnica manera de fer-ho.

A la primera seccié definirem la convergencia puntual i explicarem perque no ens hauriem de
conformar amb aquesta. A la segona seccié definirem un concepte més fort: la convergencia
uniforme. A la resta del capitol enunciarem resultats sobre aquestes dues convergencies.!

3.1 Convergencia puntual

Definicié 3.1.1. Siguin (X, d,), (Y, d,) espais metrics, £ C X, (f,,), una successié de funcions
amb f, : E — Y i f: E — Y una funci6. Diem que (f,), convergeix puntualment a f i
escrivim f,, — f si és hrf fulz) = f(z) per a tot © € E.

n—-+0o0

A més a més, diem que (f,), convergeix puntualment a f en F' C E si (fur), convergeix
puntualment a f|p.

Observacions 3.1.2.

e Per la unicitat del limit de successions, es té que el limit puntual també és tnic.

e La condicié6 lim f,(x) = f(z) per a tot x € E equival a
n—+oo

Vo € E Ve >0 3ng € N tal que Vn > ng és d,(fn(x), f(z)) <€

e Notem que el ng € N pot dependre tant de z € E com del € > 0.
e Habitualment és Y = R, per tant, d,(f,.(z), f(z)) s’escriuria com |f,(x) — f(z)].
Definicié 3.1.3. Siguin (X, d,) un espai metric. Una série de funcions és un parell de succes-

N
sions (fn)n, (Sn)n de funcions de E C X en R que compleixen sy := > fy.

n=0

o0
Per simplicitat, escriurem > f,, per referir-nos a la serie.
n=0
Anomenarem successid dels termes generals a (f,), 1 successid de les sumes parcials a (sy)n-

Definicié 3.1.4. Siguin (X, d,) un espai metric, E C X, Y f, una seérie de funcions de F en

n=0

o0
Ris: EF — R una funci6. Diem que s és suma puntual de > f, si la successié de sumes
n=0

IPotser convé passar-se per la seccié 4.1 abans de comencar aquest capitol.

43
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N
parcials (sy)n (amb sy := > f,,) convergeix puntualment a s.
n=0

A més a més, diem que s és suma puntual de (f,), en F' C E si s;p és suma puntual de (fr)n.
Observacié 3.1.5. La condicié (sy)y convergeix puntualment a s es pot expressar com
iofn(x) = s(x) Vo € E (cf. Definicié 4.1.1).
n=
Mantenint la notacié de les definicions anteriors, notem que poden sorgir les segiients pre-
guntes naturals:
(1) Si les funcions f, sén continues i f, — f, aleshores f és continua? Notem que si

rg € E N E', aixo implicaria que lim f(z) = f(z0), o sigui lim ( lim fn(x)) =
T—xQ Tr—xo \ n—-+00

lim (lim fn(x)), és a dir, els limits commutarien.
n—+oo \ T—xo

2) Siles tuncions f,, i f son derivables i f,, — f, aleshores — f'
(2) Silesf fu 1 [ s6n derivables i f, = f, aleshores f;, = f?

(3) Si X = [a,b], les funcions f, sén integrables segons Riemann i f, — f, aleshores f
també és integrable Riemann i liril ff folx)dz = fab hIJ’I_l fn = fab f? Dit d’'una altra
n—-+0oo n—-+0o0o

manera, el limit es pot posar dins la integral?

La resposta a totes aquestes preguntes és no. A continuacié, donem contraexemples per
cada cas:

(1) Considerem les funcions

fa:]0,1] > R
x—ax"
Totes sén continues perd f, — f, on f(z) =0six # 1i f(1) = 1. Notem que f no és
continua.
Un altre exemple (aquest amb series): considerem les funcions

fn:R—=R

$2

H S
! (1+a22)n

Com que totes sén continues, les sumes parcials de (f,,), també ho seran. Ara bé,

Z —|—3:2 - 21+x2 =1+22 siz#0

n:O
Notem que la funcié suma puntual no és continua.
(2) Considerem les funcions

fn:R—=R
sin(nx)

NG

Notem que sén derivables i que f, — f, amb f(z) = 0. Pero f'(x) = y/ncos(nz), o
sigui f/(0) = v/n —= +oc. En particular, no és f, — f’.
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(3) Considerem les funcions

fn:[0,1] = R

x> n?x(l — 2%)"

Notem que sén continues i, per tant, integrables segons Riemann. Observem també que
2

n . 1 n . n
fn — f, amb f(z) = 0. No obstant, nl—lgloo Jo nPx(l — 2*)"dx = nl_lgloom = 400 #
fol f(z)dz = 0.
Un altre exemple: considerem les funcions

fo:[0,1] = R

r+— lim cos(nlrz

)Zm
m—r+00

1 sinlzeZ

Notem que és f,(x) = Com que aquestes funcions sén discontinues

0 sinlx¢Z
en un nombre finit de punts, sén integrables segons Riemann. No obstant, la successié
(fn)n convergeix puntualment a la funcié f(z) = { 0 21 i ; % , que és un dels tipics

exemples de funcions no integrables segons Riemann.

Com a conseqiiencia de tot aixo, deduim que les propietats de la convergencia puntual potser
no son les que més ens agradarien.

3.2 Convergencia uniforme
Definicié 3.2.1. Siguin (X, d,), (Y, d,) espais metrics, £ C X, (f,,), una successié de funcions
amb f, : E — Y i f: E — Y una funcié. Diem que (f,), convergeix uniformement a f i
escrivim f, = fo f, = [ si

Ve >0 3ng € N tal que Vn > ng i Vo € E és dy(fu(x), f(z)) <€

A més a més, diem que (f,), convergeix uniformement a f en F C E si (fyr)n convergeix
uniformement a f|z.

Observacions 3.2.2.

e Notem que la diferencia fonamental entre aquesta definicié i la de convergencia puntual
és que el ng € N ara no depen del x € E. Dit d’una altra manera, a la convergencia
puntual és Vo € E dng € N, mentre que en aquesta ultima és dng € N tal que Vx € F| la
qual cosa és més restrictiva. Aixi doncs, la convergencia uniforme implicaria la puntual.

e Com a conseqiiencia de I'anterior punt, si f, = fi1 i f., = fo, llavors f; = fo, i.e. el limit
és unic.
e Habitualment és Y = R, per tant, d,(f,.(z), f(x)) s’escriuria com |f,,(z) — f(x)|.

e Finalment, cal dir que aquesta definicié és poc practica i, normalment, per resoldre pro-
blemes concrets s’utilitza el segiient criteri.

Teorema 3.2.3 (Criteri de convergencia uniforme). Siguin (X,d,),(Y,d,) espais métrics,
E C X, (fu)n una successid de funcions amb f,: E—Y, f: E — Y una funcié i (M,), la
successio de R amb terme general M, := sup d,(f.(x), f(x)).

zeE

Aleshores (f,), convergeiz uniformement a f si, i només si, (M), — 0.
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Demostracio. Observem que a la Definicié 3.2.1 es pot substituir d,(f.(z), f(z)) < € per
dy(fn(x), f(z)) < e. Tenim:

fo=2 fe Ve>03nyeNtal que Vn > ng i Vo € E és dy(fu(z), f(z)) <e e

& Ve > 0 Ing € N tal que Vn > ng és M, = supd,(fu(z), f(2)) <e & (M,), — 0
el

O]
Observacions 3.2.4.

e SiY =R, sera M, =sup|f.(x)— f(z)|

zel

e Iis important observar que (M,),, és una successié numerica, no de funcions, per tant,
no hi ha cap dependencia amb z. Tot i que pugui semblar obvi, aquest és un error molt
tipic.

e Aquest criteri és especialment 1til quan podem utilitzar els teoremes vists a Calcul Dife-

rencial per calcular maxims.

De forma semblant a la Proposici6 2.4.4, a la practica és usual demostrar que una successié
de funcions no convergeix uniformement utilitzant successions. Més precisament:

Proposicié 3.2.5. Siguin (X,d,), (Y,d,) espais métrics, E C X, (fn)n una successio de
funcions amb f, : E — Y i f : E — Y wuna funcié. Si existeix (x,), C E tal que

dy(fn(xn)7 f(xn)) - 0; aleshores fn ﬁ f

Demostracio. Tenim que e > 0 tal que Vnyg € N 3In > ny complint d,(fo(zn), f(zn)) > €
Posant = := z,, € F, observem que es compleix el contrari de la Definicié 3.2.1. O]

Exemple 3.2.6. Estudiem la convergencia uniforme de (f,), amb f,(z) = — a (0,1].

Per a z € (0,1] és liril fa(z) = lim —1- =0. Per tant, f,, — 0 (on 0 representa la funcié
n—-+0o0o

que envia tot a 0).
Si (fn)n convergis uniformement a f, llavors convergiria puntualment a f, per tant, seria f = 0.
Aix0 mostra que només cal estudiar la convergencia uniforme cap a la funcié 0.

Definim z,, := £ € (0,1]. Aleshores |f,(2,) — f(xn)| = ‘n/n—i—l O‘ 1/2 % 0. Finalment, per
la proposicié anterior, és f, 7 0.

La idea del segiient concepte és molt semblant a la de successié de Cauchy en un cos
commutatiu totalment ordenat (cf. Definici6 1.4.14)

Definicié 3.2.7. Siguin (X, d,), (Y, d,) espais metrics, £ C X, (f,,), una successié de funcions
amb f, : E — Y. Diem que (f,), és uniformement de Cauchy si

Ve > 0 3ng € N tal que Vn,m > ng i Vo € E és d,(fu(z), fr(z)) < ¢

A més a més, diem que (f,), és uniformement de Cauchy en F' C E si (f,,r), és uniformement
de Cauchy.

Teorema 3.2.8 (Completesa per successions uniformement de Cauchy). Amb les notacions de
la Definicio 3.2.7, pero afegint (Y, d,) = (R, |-|). Tenim que (f,)n €s uniformement de Cauchy
si, i només si, (fn)n convergeix uniformement, i.e., 3f : B — R tal que f, = f.
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Demostracio. <: Sigui € > 0, aleshores Iny € N tal que Vn > ng i Vo € E és |f.(z) — f(z)| <
e/2.
Per tant, Vn,m > no iVe € E & | fu(2) = fm(2)] < [ful2) = f(2)|+[fm(2) = f(2)] < &/2+4e/2 =
€.

= Sigui € > 0, llavors existeix ng € N tal que Vn,m > nyiVe € E és |f.(z) — fm(x)] < /2.
En particular, Vo € E la successié (fn(7)), € R és de Cauchy. Per la completesa per successions
de R, podem definir f : E — R per f(z) := lir+n fn(x).

n—-+0oo

Com que Vn,m > ng i Vo € E és |fu.(x) — fm(x)| < £/2, tenim que fixant n > nyg, la successio
(|fn(z) = fin(2)|)m esta acotada superiorment per €/2 si m > ngy. En definitiva, per a n > ng és

@) = F@)] = T |fulx) = fule)| < /2 <

Passem ara a estudiar la convergencia uniforme de series de funcions.

Definicié 3.2.9. Siguin (X, d,) un espai metric, £ C X, Y f, una serie de funcions de F en
n=0

o0
Ris: E — Runa funcié. Diem que la serie Y f, convergeix uniformement a s si la successio

n=0
N
de sumes parcials (sy)y (amb sy := > f,,) convergeix uniformement a s.
n=0

o o0
A més a més, diem que la serie ) f, convergeix uniformement a s en F' C E si la serie ) fup
convergeix uniformement a sp.

A la practica, pero, no sempre ens interessara saber a que convergeix uniformement, sind
nomeés si ho fa. Per aixo, el segiient resultat acostuma a ser molt 1til.
Corol-lari 3.2.10 (Criteri M de Weierstrass). Mantenint les notacions de la Definicid 3.2.9.
oo oo
Si la série numerica Y, sup | fn(x)| convergeiz, aleshores la série de funcions Y f, convergeix
n=0zclk n=0
uniformement.

Demostracio. Pel Teorema de completesa, és suficient veure que la successié de sumes parcials
(sy)n és uniformement de Cauchy.

m
Per la completesa de R, tenim que la successié amb terme general A,, := > sup|f,(x)| és de

n=0z€E
Cauchy. Per tant:

Ve >0 3dng € N tal que Vn > m >mng és |A, — A, <e (%)
Sigui € > 0, triem el ny € N donat per (). Aleshores per an >m > ng iz € F tenim:

Z fi(x)

1=m+1

n

< 3 @I Y suplfi)] = A, - 4, < e

i=m+1 i=m+1 %€

|sn(2) = sm(z)] =

]

o0
Notem que la serie ) sup | f,(z)| és numerica. Per tant, podem aplicar els diversos resultats
n=0 €l
estudiats a Introduccio al Calcul Integral: 1r i 2n criteris de comparacio, criteri de l'arrel, del

quocient, de la integral, etc.

Per acabar la seccid, provarem un cas en que coneixent la convergencia puntual, en podem
deduir la uniforme.
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Teorema 3.2.11. Siguin (X,d) un espai métric, K C X un compacte, (f,), una successio de
funcions amb f, : K — R ¢ f : K — R. Suposem que es compleiz:

(1) feC(K)VneN

(2) fu s f

(3)

(4) Vz € K, ¥n €N és fua) > fup(a)
Aleshores f, = f.

Demostracio. Definim g, := f,, — f. Si aconseguim provar que g, = 0, aleshores tindrem que
Ve > 0 dng € N tal que Vn > ng i Vo € K és |g,(x) — 0(z)| = | fu(z) — f(2)] < &, 0 sigui just el
que voliem veure. Demostrem, doncs, que g, = 0.

Notem que g, i ¢ satisfan les hipotesis (1),(2),(3) i (4):

(1) gn € C(K) Vn € N, perque la diferencia de funcions continues és continua.

(2) gn = fo— f == 0, perqué donat x € K és lim f,(z) — f(x) =0

(3) 0 € C(K)
(4) Vr € K? Vn € N és gn(ﬂf) = fn(x) - f(x) > fn-i—l(x) - f({E) = gn-i-l(x)

Siguie > 0. Recordem que volem veure que 3ny € N tal que Vn > ngiVe € K és|g,(z)—0(x)| =
l9(z)] < e.

Per a cada n € N definim K,, := {z € K : |g,(2)| > &} = g,'((—00, —€] U [, +00)). Com que
gn és continua a K i (—oo,—¢| U [g,400) és tancat, tenim que K,, és tancat a ’espai metric
(K, djkxx). Pel Lemes 2.3.6 1 2.3.9, tenim que K, és compacte a (K, dxxx)*.

Sifosx € (| K,, llavors g,(z) > ¢ Vn € N i, per la Regla del Sandwich, 0 > ¢ > 0, contradiccid.
neN
Per tant, (| K, = &.

neN

Per la propietat de la interseccié finita (cf. Proposicié 2.3.12), tenim que existeix J C N finit
tal que (| K, = &.

neJ
Com que Vo € K iVn € Nés g,(x) > gpy1(z), tenim K, C K,,. Per tant, dient ny := max J,
és @ = (| K, = K,,. Osigui, Vn >ng és K,, = &, i.e., Vr € K |g,(2)| < e. O
neJ

Observacié 3.2.12. Les hipotesis d’aquest teorema es poden afeblir lleugerament. Per exem-
ple, a (1) és suficient que les funcions siguin continues a partir d'un cert n; € N. De forma
semblant, a (4) ja tenim prou si (f,), és monotona (creixent o decreixent) a partir d'un cert
Ng € N.

Exercicis
3.1. Sigui f, : (0,+00) —> R definida per f,(z) := min{n,z~'}.

(a) Demostreu que (f,), convergeix puntualment a la funcié f : (0, +o00) — R definida

per f(x) = L.

2Tot i que no ho necessitem, també ho és a (X, d)
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(b) Es la successi6 uniformement convergent a [a, +00),a > 07 I a (0, +00)?

3.2. Sigui f, : [0,1] — R definida per

2y

(a) Estudieu la convergencia puntual de (f},),.

(b) Estudieu la convergencia uniforme de (f,,).,.
3.3. Sigui f, : [0,1] — R definida per f,(z) = a™.
(a) Calculeu per a z € [0,1], f(x) = lim f,(z).
(b
(c

(d) Demostreu que (g,), convergeix uniformement a ¢ en [0, 1].

)
)
)
)

3.4. Per a a € R, considerem la successié de funcions (f<), definida per:
fa(@) =n"z(l—2%)" 2z €[0,1]

(a) Calculeu per a z € [0, 1], lirf fo(x).
n—-+0o0

(b) Demostreu que (f), convergeix uniformement en [0, 1] si, i només si, a < 1/2.

Si gn(z) = fu(x)(1 — 2), calculeu g(x) = lim g,,(z) per a cada = € [0, 1].

49

Convergeix uniformement la successié (f,), a f en [0,1]? T en [0,0) pera 0 < § < 17

(c) Sigui 0 < p < 1. Per a quins valors d’a convergeix uniformement en [p, 1] la successié

(i )n?
3.5. Siguin f, : [0,1] — R complint:
(i) Per a tot x € [0, 1], lim f,(z) = 0.

(ii) Per a cada n > 1, la funcié f,, és monotona creixent en [0, 1].

(a) Demostreu que (f,), convergeix uniformement a 0 en [0, 1].

(b) Es certa Pafirmacié anterior si f, : [0,1) — R i es compleixen les mateixes hipdtesis

canviant [0, 1] per [0,1)7

3.6. (a) Donada f:R — R continua, definim

Demostreu que g, — f.

(b) Si f(z) = e*, demostreu que per a tot a € R, g, = f en (—o0, a.

3.7. Peran>11i f,g € C(|—n,n]), definim:

dn(f,9) = sup |f(z)— g(z)|

z€[—n,n]

(a) Demostreu que d,, és una distancia en C(|—n,n|), pero no ho és en C(R).
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(b) Per a f,g € C(R), definim:

afg) =Y g9

(i) Demostreu que d és una distancia en C(R).

(i) Sigui (f;); una successié de funcions de C(R). Demostreu que f; RN f en
(C(R),d) si, i només si, f; = f en tot compacte K C R.

3.8. Per an € N, sigui f, : R — R la funci6 definida per

r\/n
+ nx

(a) Calculeu el limit puntual de la successié (f,)n.

(b) Estudieu la convergencia uniforme de la successié (f,,), en R.

(c) Estudieu la convergencia uniforme de la successié (f,), en R\ (—a,a), a > 0.

(d) Estudieu la convergencia puntual de la série > 2| f3 en R.

(e) Estudieu la convergéncia uniforme de la série Y 7 f3 en R.

(f)

f) Estudieu la convergencia uniforme de la serie > >7, 3 en [a,b], on 0 < a < b < c0.

—nx

3.9. Estudieu la convergencia uniforme de la serie ) en [1,400).

n=1 + nx

3.3 Limits i continuitat

En aquesta seccié veurem les conseqiiencies de la convergencia uniforme sobre els conceptes de
limit i de continuitat.

Teorema 3.3.1 (Commutativitat de limits). Siguin (X, d) un espai métric, E C X, v € E’
i fp it B =R, f i E — R complint f, = f. Suposem que per a cada n € N existeix

lim f,(z) =: a, € R. Llavors (ay), convergeix i lim f(t) = lim a,, ie lim ( lim fn(t)) =
t—x t—x +oo t

n— sz \ no+oo
lim <lim fn(t)).

n—+oo \t—zx

Demostracio. Comencem veient que (ay), convergeix.
Sigui € > 0. Com que f,, = f, tenim que (f,,), és uniformement de Cauchy. Per tant, Ing € N
tal que Vn,m > ng iVt € E és |f,(t) — fi(t)] < /2. Passant al limit, tenim:

i [ £, (t) = fu ()] = {0 (£ (t) = fin(1))| = lan —am| < /2 <

Aixd mostra que (a,), és de Cauchy, pero com que R és complet per successions, ja tenim el

que voliem. Posem a := lim a,,.
n——+0o0

Veiem ara que Pm f(t) = a. Notem que:
—x

(1) fu=f=>Ve>03In, eNtal que Vn > NiVt e E és |f,(t) — f(t)] <e/3
(2) Vn € N és 1ltim fn(t) = a, = V¥n € N;Ve >0 30 > 0 tal que Vt € E complint d(t,z) < § és
—x
[fu(t) —an| <e/3
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(3) (an)n = a = Ve >0 3ny € N tal que ¥n > ny és |a, —a| < /3

Sigui € > 0. Escollim ng := max{ni,na} (n1 i ny donats per (1) i (3)). Posem n :=ng a (2) i
obtenim un § > 0. Llavors per a tot ¢t € F complint d(t,z) < § és

[F(#) = al < 1F(@) = fao (D] + [Fro(8) = @no| + lany —a| <e/3+¢/3+¢/3=¢
0

Observacié 3.3.2. Notem que la hipotesi Y = R en aquest resultat és fonamental, ja que
hem utilitzat la completesa per successions de R. No obstant, per al segiient teorema no sera
necessari (pero s’haura d’imposar que = € E).

Teorema 3.3.3 (Convergencia uniforme i continuitat). Siguin (X,d,), (Y,d,) espais métrics,
E C X, (fu)n una successio de funcions amb f, - E —Y, f : E — Y una funcié. Si f, = f
i les funcions f, son continues a p € E, llavors f també és continua a p.

Demostracio. Tenim:
(1) fo = f=Ve>0dnyeNtal que Vn >ngiVe € E és d,(f.(x), f(x)) <e/3

(2) Vn € N és f, continua en p = ¥n € NiVe > 0 36 > 0 tal que Vz € E complint
dy(x,p) <0 és dy(fu(), fu(p)) <e/3

Sigui € > 0. Triem el nyg € N donat per (1) i el § > 0 donat per (2) amb n := ng. Aleshores
Vo € E complint d,(x,p) < 0, tenim:

dy(f(x), f(p)) < dy(f(2), fro (@) + dy(fro (), fro (D)) + dy(fro(P), f(P)) <€/3+¢/3+e/3=¢
[l

Observacié 3.3.4. Pel cas Y = R la demostraci6 és totalment valida pero es pot escurcar
utilitzant la commutativitat de limits. En efecte, si p € FE és un punt aillat, llavors f és
trivialment continua a p. D’altra banda, si p és un punt d’acumulacié de E, llavors és un punt
limit de £ i tenim:

lim f(x):lim( lim fn(:c)> = lim (lim fn(:c)) = lim f.(p) = f(p)

T—p T—p \ n—-+o0o n—+oo \ T—p n—-+o0o
Com a conseqiiéncia practicament immediata d’aixo, tenim el segiient corol-lari.

Corol-lari 3.3.5. Siguin (X, d) un espai métric, E C X, (fn)n una successio de funcions amb

fo: E—=Ris: E— R una funcid. Sila série de funcions Y f, convergeiz uniformement a
n=0
s 1 les f, son continues a p € E, aleshores s és continua a p.

Demostracio. Només cal tenir en compte que la suma de funcions continues és continua i aplicar
el Teorema 3.3.3 o bé I’Observaci6 3.3.4.
O

Exercicis

3.10. Siguin (F,d), (F,d') espais metrics i (f,), una successié de funcions (amb f, : E — F)
uniformement convergent en E cap a una funcié f : £ — F.

(a) Demostreu que si per a tot n € N, (f,,), ¢s uniformement continua en E, llavors f
és uniformement continua en £.
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(b) Demostreu que si g : F© — R és uniformement continua en F', llavors (g o f,),
convergeix uniformement en E cap a una funcié h: E — R.

3.11. Sigui a > 01 (f,)n la successi6 de funcions definides per

1—|—n;1:>°‘

n + x?

o) = (
(2

(b) Estudieu la convergencia puntual de (f,), en [0, +00)..

(c) Estudieu la convergencia uniforme de (f,), en [0, 1].

3.12. Siguin a,b,c,d € R tals que a < b, ¢ < d, f : [a,b] X [¢,d] — R una funcié continua en
[a,b] X [¢,d] i (z,), C [a,b] una successi6é convergent.

(a) Per a cada enter n > 1 considerem la funci6 f, : [¢,d] — R definida per f,(t) =
f(zn,t). Demostreu que la successio (f,,), convergeix uniformement en [c, d].

(b) Per a cada enter n > 1 considerem la funcié g, : [0, 1] — R definida per

Zlog(l+t/n), t>0
wo={ {2

Demostreu que la successié (gn), convergeix uniformement en [0, 1], pero no ho fa
en [0, 00).

3.13. Siguin (X,d,),(Y,d,) espais metrics, £ C X, f,f, : E — Y tals que f, = f. Sigui
també x € F i suposem que f és continua a x. Aleshores ¥(z,,), C F tal que (x,), — ,

és (ful@n))n — f(2).

3.14. Calculeu -
COS NI

z—0 n2 —1

n=2

3.4 Derivacio

Ens dedicarem tnicament a provar el segiient resultat.

Teorema 3.4.1 (Convergencia uniforme i derivacié). Siguin f, : [a,b] — R, amb n € N,
funcions derivables a [a,b] que compleizen:

(1) (f1). convergeixz uniformement.
(2) Jzo € (a,b) tal que (fn(zo))n és convergent.
Aleshores existeix una funcio f : la,b] — R derivable a |a,b] tal que f, = f i fi = f'.

Demostracio. Tenim:

(1) = Ve >0 3dny, € N tal que Vn,m >ny i Vo € [a,b] és |f (x) — f ()] < min {%, 2(b£—a)}

(2) = Ve >0 3ny € N tal que Yn,m > ng és | f.(x0) — fin(z0)| < /2.
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Sigui € > 0, diem ng := max{n,ny}. Llavors per a n,m > ng es compleixen (1) i (2) i donat
x € [a,b],x # xo, podem aplicar el Teorema del Valor Mig a la funcié (f, — fn):

z € (xg,x) (0 bé (x,x0)) tal que |(fr — fi)(@) — (fn — fin)(0)| =

= [(fn = fr) ()& = zo| = | £(2) = [ (2| — 2ol < 30— a) (b—a)=e/2

Per tant, per a tot x € [a, b] és

|fn(x) - fm(x)| < |(fn - fm)(x) - (fn - fm)($0)| + |(fn - fm)(x0)| < 5/2 +5/2 =€

D’altra banda, si © = ¢ aixo tltim és immediatament cert per (2). Tot aixo mostra que (fy)n
és uniformement de Cauchy. Per la completesa, tenim que 3f : [a,b] — R tal que f, = f. Ara
es tracta de veure que f és derivable a [a,b] i que f'(z) = liT fi(x).

n—-+0o0

Fixem x € [a,b]. Definim funcions ®,,,® : [a,b] — R per:

fO—f(=) :
, Sit#x
(t) = { tra 7

IO fnle) - gip £y
t )
lim f/(z), sit=u

O, (t) = { =

P
fl(x), sit=x

Observem que ®,, — ®. Veiem que (®,,)n és uniformement de Cauchy.
Siguin € > 0, n,m > ny it € [a, b], aleshores:

e Sit =z, llavors utilitzant (1), tenim:
[P (t) = P (B)] = [f(2) — fru(2)] <€/2 <&

e Sit # x, llavors utilitzant (1) i el Teorema del Valor Mig, tenim:

|D,,(t) — Bp(t)] = fn(ti - in(:v) B fm(t,)s - im(x) _

- fm)@“i = ;J‘”n — IOy - el <2<

Per la completesa, tenim ®, — ®. Notem que les funcions ®,, sén continues a [a, b], perque
les f,, sén derivables. Pel Teorema 3.3.3, tenim que ® és continua a [a, b]. Per tant:

. _ SO =)
fm ®(t) = ¢(e) = lim =—"—= lm_f.(z) R
Aix0 ultim demostra que f és derivable a [a,b] i f'(z) = liril fl(z), com voliem veure. O
n——+0oo

Observacié 3.4.2. Es important notar que aquest resultat no diu que si (f,,), és una successio
de funcions derivables tal que f,, = f, aleshores f és derivable i f/ = f’. Tot i que sembli
evident, aquesta és una confusié forca habitual.
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3.5 Integracié

Abans de comencar a provar resultats sobre la integrabilitat segons Riemann, anem a recordar
alguns conceptes de 'assignatura d’Introduccio al Calcul Integral.

Definicié 3.5.1. Direm que P = {zx}}_, és una particid d'un interval [a,b] si a = xg < 21 <
. < Tp-1 < x, =b. Denotarem per P([a,b]) al conjunt de totes les particions de [a, b].

Definicié 3.5.2. Siguin f : [a,b] — R un funcié acotada, P = {x;}}_, una particié de [a, b],
my = inf{f(z) : @ € [xp_1, x|} 1 My :=sup{f(x): x € [z_1, ]}

Definim la suma inferior de f associada a P: sp(f) :== > my(zr — xx_1)
k=1

Definim la suma superior de f associada a P: Sp(f) = > My(xy — xk_1)
k=1

Definicié 3.5.3. Amb les notacions de la definicié anterior, definim:
Q(f) :=A{sp(f) : P € P([a,0])}
Qs(f) :=A{Sp(f) : P € P(la,b])}

Definicié 3.5.4. Sigui f : [a,b] — R una funcié acotada. Definim la integral inferior de
Riemann de f en |a,bl:

/Lbf 1= sup (2, (f)

Definim la integral superior de Riemann de f en [a, b]:

ff = inf Qs (/)

Definicié 3.5.5. Direm que una funcié f : [a,b] — R acotada és integrable Riemann si fff =

fab f. En aquest cas escriurem els valor anteriors com fab f, que anomenarem integral de Riemann
de f en [a,b].
Denotarem per R([a, b]) al conjunt de totes les funcions integrables Riemann en [a, b].

Lema 3.5.6. Siguin (X,d,),(Y,d,) espais métrics, E C X, (f,)n una successio de funcions
acotades amb f, - E —Y i f: E—=Y. S f, = f, aleshores f és acotada.

Demostracio. Tenim:
e f, acotada = IM,, € R, p, € Y tals que Vx € F és f,(z) € B(pn, M,).
e f, =2 f=Ve>03nyeNtal que Vn > ngiVe € E és dy(f.(z), f(z)) <e.

Triant ¢ = 1, tenim que Vx € E és

dy(f(‘r)apno) < dy(f(l’),fno(l’)) + dy(fn()(gf)apno) <1+ Mno
OSigUia f(E) gB(pnoa1+Mno)' O

Teorema 3.5.7 (Convergencia uniforme i integracid). Siguin (f,), una successid de funcions,
amb fn : [a,b] = R ¢ f: [a,b] = R. Siles funcions f, son integrables Riemann en [a,b] i
fn = f, aleshores [ és integrable Riemann en [a,b] i

b b
[ = [

Es a dir, el limit es pot posar dins la integral.
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Demostracid. Veiem primer la integrabilitat de f en [a, b] (i.e. fabf = fff)

Com que f, = f, tenim que &, := sup |f,(x) — f(2)| — 0. Per tant:
z€[a,b]

Vn € N,Vx € [a,b] és |fn.(x) — f(2)|en = —n < fulz) — f(z) <&, =
= fulz) —en < fl) < ful) +en (%)

Per a cadan € N és (f, —en), fu + n) € R([a,b]), ja que €, € R és una constant. A més a

més, pel lema anterior, f és acotada, per tant, té sentit considerar fab fi fab f. Llavors tenim:

/ab(fn—s)—/b ) <*>/f</f</ fn+£n):/a(fn+gn):>
:0</ /f</ (fn+en) — /a(fn—sn)_/a 26, = 2e,(b—a) —= 0

Per la Regla del Sandwich, tenim f: f= ff f, com voliem veure.

Centrem-nos ara en la segona part del teorema. Afegint integrals a 'expressi6 (x), tenim:

—5n(b—a)+/abfng/abfgen(b—a)+/abfn:>
g (e )= [aos [r< g i (00 [ 1)

Aplicant de nou la Regla del Sandwich, obtenim el resultat desitjat. O]

Corol-lari 3.5.8. Siguin (f,), una successié de funcions, amb f, : [a,b] — R. Si les funcions

oo
fn son integrables Riemann en [a,b] i la série Y f, convergeir uniformement, aleshores la
n=0

funcié suma puntual s = ), [, : [a,b] = R és integrable Riemann en [a,b] i

S fEe

Demostracio. Conseqiiencia del fet que la suma de funcions integrables Riemann és integrable
Riemann i del Teorema 3.5.7. O

Exercicis

x

3.15. Sigui f,, : [—1,1] :— R, n > 1 la successié de funcions definida per f,(z) = e .

(a) Estudieu la convergencia puntual i uniforme de la successié (f,), en [—1,1].
(b) Calculeu

1902

lim en dx
n—-+o0o 1
nz? + 3
3+ nx’

3.16. Sigui g, : [1,3] :— R, n > 1 la successi6 de funcions definida per f,(x) =
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(a) Estudieu la convergencia puntual i uniforme de la successié (f,), en [1, 3].

(b) Calculeu
_ na?+3
lim 3
n—+oo [ T° 4+ nx

dx

3.17. Sigui f :[0,1] — R una funci6 continua i sigui g, : [0, 1] — R definida per g,(x) = f(z").

Demostreu que
1

lim gn(x)dx = f(0)

n—-+4o0o 0

Nota: No cal aplicar cap resultat d’aquesta seccié.

n.

o
3.18. Demostreu que per a cada h > 0, la serie > ne™"* convergeix uniformement en [h, +00).

n=1

Si f(z) denota la suma, calculeu, per a cada h < a < b, el valor de ff f(z)dz.

3.6 Criteri de Dirichlet. Aproximacié de Weierstrass

En aquesta seccié exposarem i demostrarem un criteri forga 1util a la practica, especialment
quan tractem amb series el signe del terme general de les quals no és constant.

Teorema 3.6.1 (Criteri de convergencia uniforme de Dirichlet). Siguin (X, d,) un espai métric,
E C X, (fu)n, (gn)n un parell de successions de funcions amb f,, g, : E — R tals que:

(a) Ve € E iVn € N és g,(x) > gnt1(2).

(b) g, = 0.

N
(¢) St Fy =" fn, es compleiz que AM > 0 tal que Yn € N 1 Vx € E és |Fy(x)] < M.
n=0

oo
Aleshores la série > (fn - gn) convergeix uniformement en E.
n=0

Demostracio. Sera suficient veure que la successié de sumes parcials (sy)x és uniformement de
Cauchy.

(@) .
Notem primer que Vn < m iV € E és g,(z) > gm(x) — 0 En particular,
Ve e EVn e Nés g,(x) >0 (1)

D’altra banda, per a cada k € N, & > 0 és

fk:Fk_kal (2)
A més a més,
Y Fu@)arle) = Fu(@)gu(@) + Y Fl)alo) 3)
k=n+1 k=n+1
S Fu)gen (@) = Fa(@)gun(@) + Y Fiule)gen (1) (4)
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Siguin n,m € Ny n<m iz € E, tenim:

0 < [sm(@) = sa@)| = | Y fil@)an(@)| 2| Y Ful@)gn(z) = Y Fioa(@)gnl)| =
— | R@a) - 3 F)gen ()] 4
k=n+1 k=n
P @) (@) = Fu@)guns (@) + za«aﬂ<gkcr>——gk+l<x>4

< Z_ |Fk(l’)(9k(l’)—9k+1(93))|+!Fm(x)gm(xﬂ+|Fn(l”)9n+1(f6)\(g

k=n-+1
[ (1),(a)
<M Z |96(%) = Gr1(2) + [gm (2)| + |gne1 ()| <
Lk=n-+1
[ m—1
<M Z@m»%mm+%w+%m4=Mme
Lk=n-+1

Sigui ¢ > 0. Com que g, = 0, tenim que Ing € N tal que ¥n > ng i Vo € E és |g,(2)| L

gn(2) < 537
Per tant, Vn,m > ngi Ve € E és
€
[sim(2) = $n(2)] < 2Mgnia(x) < 2Mr =<
O]

Un cas particular d’aquest resultat és el criteri de Leibniz, que ja es va veure a Introduccio
al Calcul Integral.

Corol-lari 3.6.2 (Criteri de Leibniz). Si la successid numérica (a,), €és monotona decreizent
o0

i lim a, =0, aleshores la série alternada ) (—1)"a, és convergent.
n—-+00 n=0

Demostracio. Podem pensar les successions numeriques (a,), i ((—1)"), com a successions de
funcions definides en un sol punt de qualsevol espai metric o com a funcions constants a tot
un espai metric. En qualsevol cas, com que (ay), —5 0, trivialment tenim a, = 0. Posem
fo:=(=1)"1 g, := a,. Aleshores es compleixen les hipotesis del criteri de Dirichlet:

(a) Perque (a,), és decreixent.

(b) Pel que ja s’ha comentat.

N N
(¢) Si Fiy := > (—1)", aleshores pera M =1>0¢és |Fy|=|D> (-1)"| <1= M.
n=0 n=0

o0

Per tant, > (—1)"a, convergeix uniformement en el domini escollit i, en particular, convergeix
n=0

com a serie numerica. O

Per acabar la seccié (i el capitol), enunciarem i demostrarem el Teorema d’aproximacié
de Weierstrass. Una demostracié alternativa es pot trobar a | , pag. 170]. També es pot
consultar una generalitzaci6 feta per Marshall H. Stone (de vegades es coneix el resultat per
Teorema de Stone-Weierstrass) a [Roy, pag. 210] i a [Rud, pag. 174].
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Teorema 3.6.3 (Aproximacié de Weierstrass). Sigui f : [a,b] — R una funcid continua a [a, b],
aleshores existeiz una successio de polinomis (pn)n C R[z| tal que p, = f.

La prova que oferirem en aquests apunts es pot trobar a | , pag. 216] i va ser descoberta
per S.N. Bernstein en un context de teoria de probabilitats que el va fer arribar als polinomis
de la forma

k

els quals son I'essencia d’aquesta demostracio.

B (z) := (”) "(1—2)"* neNke{0,1,...,n}

Comencem la prova amb el segiient lema:

Lema 3.6.4. Per a totsx € R in € N, tenim:

n

3 (Z) 21— 2k =1 (a)

k=0

Demostracio.  (a) Utilitzant el binomi de Newton

(a+b)" = i (Z) aF bk (1)

k=0
amb a=21b=1— x é immediat.

(b) Derivem cada banda de (1) respecte a i multipliquem per a:

n(a+ b)" Zk:( ) akprF

Posant a = x 1 b =1 — z tenim el que volem.

~—~
[\
~—

(c¢) Derivem cada banda de (2) respecte a, multipliquem per a i simplifiquem:

an(a + b)""2(an + b) = Zk@( ) akprk (3)

Posant a = x i b =1 — x tenim el que volem.

(d) Per veure la igualtat podem desenvolupar (nx — k)?, separar la suma i utilitzar les equa-
cions (a), (b) i (c).
Per la desigualtat és suficient observar que 42 — 4z +1= (22 —1)2 > 0
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Definicié 3.6.5. Sigui f : [0,1] — R una aplicacié. Definim els polinomis de Bernstein per la

funcié f com
- k
Bp) =3 (5) (1)ata ot
k=0

per a cada n € N.
Teorema 3.6.6. Sigui f : [0,1] — R una funcid continua a [0, 1], aleshores B, f = f en [0,1]
Demostracio. El cas f = 0 és trivial. Suposem que f # 0. Definim

M := sup |f(z)| >0

z€(0,1]

Sigui € > 0, pel Teorema 2.4.5, tenim que f és uniformement continua a [0, 1], i.e. 3§ > 0 tal
que

Va,y € 0.1, |o -yl < 8= |f@) - f)] < 3 1)

El nostre objectiu és veure que existeix ng € N tal que

Vn >mngiVe € |0,1] és |B,f(x) — f(z)| <e (2)

Triarem ng = [ —‘ Fixem x € [0,1] i n > ng. Per (a), és

€62

f(z) = kz:; f(z) (Z) 2 (1 — z)mk

Per tant, utilitzant la desigualtat triangular:

S5 (2)- o] G-

(&) - s ()t ar

n
<>
k=0

Dividirem aquesta suma en dues que acotarem per £/2. Definim:

<

|Buf () = f(x)] =

k

A::{ke{o,l,...,n}:‘g—x <5} i B::{kE{O,l,...,n}:’E—x

.

Si k € A, tenim, per (1), | f(£) — f(z)| < e/2. Per tant:
k
Z / <ﬁ) — f(x)

keA
Si k € B, tenim |:=22| > §, o sigui, (k — nz)? > n%%. A més a més, |f(£) — f(z)| <
[F(5)] + |f(2)] < 2M. Per tant:

2|/ (§> R (Z)x'““—w)”é?M %(Z)x’“u—x)"’fg

2M @ 2M M M M
< Z(k’—naﬁ)Q (:)xk(l — )"k < n < < .

> >~ - = -~ >~ M
n262 pyere n2624  2no% — 2nyo? 2025 2

<Z> (LD P (Z) -y L

keA

Aix0 prova que la suma de (3) esta acotada per . En definitiva, es compleix (2) i aix0 acaba
la demostracio. O
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Demostracio. (del Teorema d’aproximacié de Weierstrass (3.6.3)) Notem que les aplicacions

¢ :[0,1] = [a,]]

x— (b—a)r+a
¢ : la,b] — [0,1]

Y

son continues i inverses entre si. En particular, son bijectives.

Si f:[a,b] — R, aleshores (f o) : [0,1] — R i, pel Teorema 3.6.6, existeix una successi6
de polinomis (p,), que convergeix uniformement a (f o ) en [0,1]. Aixo vol dir que Ve > 0
existeix ng € N tal que Vn > ng i Vo € [0,1] és |pn(x) — (f o) ()| < e.

Afirmem que la successié de polinomis (gy,)n = (pn © ¢)n convergeix uniformement a f en [a, b].
En efecte, si € > 0, podem triar el ng € N anterior i tenim que Vn > ng i Vy € [a, b] és

4 (y) = F(W)] = [(pn 0 @) (y) = FW)] = lpa(0(y)) — (F o 9)(0(y))| <,

ja que ¢(y) € [0,1]. O



Capitol 4

Series de potencies

En aquest capitol aplicarem els resultats de 'anterior a un tipus concret de series: les series de

[e.e]
potencies. Aquestes sén les de la forma Y a,(x —a)", on (a,), és una successié de Ria € R.!
n=0

o0

Notem que fent el canvi y = = — a, tindrem una serie de poteéncies de la forma ) a,y". Per
n=0

tant, sera suficient estudiar aquestes sempre i quan tinguem en compte que, al final, haurem

de desfer el canvi.

4.1 Conceptes basics i resultats preliminars

Aquesta seccié la dedicarem a recordar i ampliar alguns resultats sobre séries numeriques ja
vists a l'assignatura d’Introduccio al Calcul Integral.
Definici6 4.1.1. Una série numérica és un parell de successions (a,)n, (Ax)n C R relacionades

N
per la formula Ay = > a,.
n=0

[e.e]
Per simplicitat, escriurem ) a,, per referir-nos a la serie.
n=0
Anomenarem successid dels termes generals a (ay), 1 successio de les sumes parcials a (Ay)n.

Direm que la serie és convergent si la successiéo de sumes parcials ho és i, en aquests cas,
anomenarem suma de la serie al seu limit.

%)
o« o s . . . . n
PI'OpOSlClO 4.1.2. Si la serie numerica E a, convergeir, aleshores (an)n — 0
n=0

Demostracié. Posem A := Y a,. Llavors a, = (4,41 —A,) — (A—A) = 0. On hem utilitzat
n=0
el Corol-lari 1.4.11(c). O

(0.9)
Lema 4.1.3. Sigui ) a, una série numeérica amb a, > 0. Aleshores la série és convergent si,
n=0
1 nomes si, la successio de sumes parcials esta acotada.
Demostracio. La implicacié d’esquerra a dreta és el Lema 1.4.8.
Per la de dreta a esquerra, notem que la successié de sumes parcials és monotona creixent, per
tant, només cal aplicar la Proposicié 1.5.11 m

oo (o]

Teorema 4.1.4 (Primer criteri de comparacid). Siguin . a,, Y b, dues séries numeériques
n=0 n=0

amb a,, b, > 0. Suposem que ezisteizen k > 0 i ng € N tals que a,, < kb,, Yn > ngy. Aleshores:

L Aquesta definicié servira pels nostres proposits en aquesta assignatura, perd la forma habitual de definir
serie de poténcies és generalitzant la idea de polinomi.

61
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o o
(a) Sila série Y b, és convergent, llavors també ho és . ay.
n=0 n=0

(b) Si > ay, és divergent (i.e. no convergent), aleshores Y b, també és divergent.
n=0 n=0

Demostracio. Observem que és suficient provar (a), ja que (b) és el seu contrareciproc.
Pel lema anterior, la successié (By)n esta acotada, i.e. existeix C' > 0 tal que VN € N és
\l?N]::Z3N S;Cl
Observem que per a N > ng és |[Ay| = Ay = ap+ ... +ay = Apg1 + (py + ... Fay) <
Apg1+k(bpy + ...+ by) < Ay,1+kBy < Apy1 + EC.
Aix0 implica que la successié (Ay)n esta acotada per A,,—1 + kC. Tornant a aplicar el lema,
tenim el que voliem. O

o0 o0
Teorema 4.1.5 (Segon criteri de comparacid). Siguin Y a,, Y. b, dues séries numeriques
n=0 n=0

ap ,
amb a, b, > 0. Suposem que ezisteiz lim — =1 € [0,4o00]|. Es compleiz:

n—+o0o0 O,
oo oo
(a) Sil e (0,+00), llavors ) a, convergeizx si, i només si, »_ b, convergeix.
n=0 n=0

(b) Sil=01i Y b, convergeiz, llavors Y a, també convergeiz.
n=0 n=0

(¢) Sil=+o0 i ), a, convergeix, llavors Y b, també convergeix.
n=0 n=0

Demostracio.  (a) Triant 0 < ¢ < [ (per exemple, ¢ = [/2), tenim que existeix ny € N tal que

Vn > ng és Z—” — l‘ < e, osigui, 0 < (I —€)b, < a, < (I +¢€)b,. Només cal aplicar el

primer criteri de comparacio.

An

(b) Per a e =1, tenim que existeix ng € N tal que Vn > ng és < 1, o sigui, a,, < b,. De

n

nou, només cal aplicar el primer criteri.

a
(c) Per a M =1, tenim que existeix ng € N tal que Vn > ng és b_n > M =1, o sigui, b, < a,.
Pel primer criteri, ja hem acabat. !

0
o0 o
Definicié 4.1.6. Direm que una série numerica » | a, és absolutament convergent si . |a,|

convergeix.

Notem que els anteriors criteris només sén aplicables a series amb termes generals no nega-
tius. El segiient resultat pot ajudar en situacions en que no es compleix aixo.

Proposicié 4.1.7. Si una série numeérica és absolutament convergent, llavors és convergent.

o0
Demostracio. Sigui ) a, una seérie absolutament convergent. Observem que —|a,| < a, < |a,|.

n=
Sumant |a,|, tenim 0 < a, + |a,| < 2|a,|. Utilitzant el primer criteri de comparacié, tenim que
oo

a, + |a,| convergeix. Ara bé:
n=0

N

[e%S) N

E a, = lim E a, = lim (an + |an]) — |an| =
N—+o0 N—+o0

n=0 n=0 n=0
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N N 00 00
= N1—1>r-|r—loo 7O(an + |an|) o Ngr—rl—loozo ‘an‘ = Zo(an + ’an’) - ZO ’&n|
On hem utilitzat el Corol-lari 1.4.11(c).
En definitiva, > a, convergeix. ]
n=0

Definicié 4.1.8. Sigui (a,), € R. Definim els limits superior i inferior per:

limsupa, := lim (sup ak) liminf a, := lim (inf ak)

n—-+o0o n——+00 k>n n—-+00 n—+oo \ k>n
respectivament.

Observaci6 4.1.9. Si la successio (a,), esta acotada, llavors per la Proposicié 1.5.11 existeixen
tant el limit superior com l'inferior i sén finits.

Si la successio (ay,), convergeix a [, llavors els limits superior i inferior també valen [.

Si els limits superior i inferior valen tots dos [ € R, llavors (a,), convergeix cap a [.

o0

Lema 4.1.10 (Suma de seéries geometriques). La série numérica Y, ™ convergeix si, i nomeés

n=ng

rno

si, r € (—1,1). En aquest cas, la seva suma és
—r

Demostracio. Els casos r = £1 sén clars. Velem que passa si |r| # 1.
Sigui (Ry)n la successié de sumes parcials. Llavors per a N > ny és:

7o

RN(l —7‘) =Ry —rRy =1"° — N = Ry =
D’aquesta darrera igualtat se’n dedueix el resultat. O]

o0
Teorema 4.1.11 (Criteri de l'arrel). Sigui > a, una série numérica i suposem que existeix

n=0
limsup {/|a,| =: 1l € R. Aleshores:

n—-+o00

(a) Sil <1, la serie Y a, és absolutament convergent.
n=0

(b) Sil>1, la série Y a, és divergent.

n=0

Demostracio.  (a) Triant 0 < e < 1—1 (per exemple, ¢ = (1 —1)/2), tenim que existeix ny € N

tal que |sup {/|ax| — 1| < e. En particular, ¥n > ng és 0 < {/|a,| < e +1 < 11 elevant:
k>ng
0 < |an| < (e +1)™ < 1. Pel lema anterior, tenim que Y (e + )™ convergeix. Finalment,
n=0

pel primer criteri ja hem acabat.

(b) Triant 0 < € < [ — 1 (per exemple, ¢ = (I — 1)/2), tenim que existeix ny € N tal que
sup &/Jax] — |
k>n

Notem que per a ¢ = 1, tenim que donat n; € N, per (x), existeix n > n; tal que

la,| > /]an] > 1 = €. Aixd demostra que (|a,|), - 0 i, per tant, (a,), - 0. La
Proposicié 4.1.2 acaba la prova.

Vn > ng és

< e. En particular, 1 < —e + 1 < sup /|ar| (*).
k>n

]
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Lema 4.1.12. Sigui (a,), C (0,+00). Si lim Intl _ je R, aleshores lim {/a, =I.

n—-+oo an, n—-+oo

Demostracio. Sigui 0 < € < [. Aleshores existeix ng € N tal que Vn > ng és

Ap41
O<l—e< 2 <l+e
Qp,
Per tant, per a n > ng, tenim:
_ a 14 2 a a _
0<(l—€)nn0< no+ no-&-”' n :_n<<l+€)nn0:>
ano ano+1 an—1 ano

= g (1= )" <y < g (L4 2)"" = g (L — &) < Yy < Yfan, (L +2) %

Aix0 implica que ( {/a,), esta acotada. Per tant, té sentit prendre els limits inferiors i superiors
en les desigualtats anteriors:

[ — e <liminf /a, <limsup /a, <[l+¢

n—+00 n—+oo

Com que aix0 és cert per a tot 0 < € < [, tenim que els limits inferior i superior coincideixen i
valen [. Per tant, la successi6 (/a,,), convergeix cap a [.> O

Com a conseqiiencia immediata d’aquest lema i del criteri de ’arrel, tenim:

a'n—l—l

[&.°]
Corol-lari 4.1.13. Sigui Y a, una série numerica i suposem que existeiz lim =:lc

n—=0 n——+oo
R. Aleshores:

Qp

o
(a) Sil <1, la série Y a, és absolutament convergent.
n=0

(b) Sil>1, la série > a, és divergent.

n=0
4.2 Radi i domini de convergencia. Teorema d’Abel

[e.e]
Definicié 4.2.1. Anomenarem radi de convergéncia de la serie de potencies Y a,z" al valor
n=0

R:= !
 limsup {/]an|

n——4o00

o0
Definicié 4.2.2. Anomenarem domini de convergéncia de la serie de poténcies > a,x™ al
n=0

conjunt:
oo

D :={t € R: la serie numerica E a,t" convergeix}
n=0

El segiient resultat relaciona aquests dos conceptes:
o
Teorema 4.2.3. Siguin > a,x" una série de poténcies i R el seu radi de convergencia. Ales-

n=0
hores:

2Hem omes alguns detalls. Per exemple, s’hauria de veure que si a > 0 llavors ({/a), — 1 (es pot pensar
s . .. n b, n
com una conseqiiencia del Lema 4.3.2) i si (by,), — 1, llavors (a’*), — a
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o0

(a) Si|t| < R, llavors la série numérica Y a,t"™ convergeix absolutament.
n=0

o
(b) Si |t| > R, llavors la série numeérica Y, a,t™ divergeiz.
n=0

Demostracio.

(a) Suposem que |t| < R. Tenim limsup {/|a,t"| = limsup |t| {/]a,| = |t|limsup {/|a,| =
n——+o0o n—+00

n——+o00

|t|/R < 1. El criteri de l'arrel (cf. Teorema 4.1.11) ja decideix.

(b) Suposem que |t| > R. Tenim limsup {/|a,t"| = limsup || {/]a,| = [t|limsup {/|a,| =
n——+oo n—-+00

n—-4o00

|t|/R > 1. El criteri de 'arrel ja decideix.
0
Observacions 4.2.4.

e El teorema assegura que (—R, R) C D C [-R, R], on D és el domini de convergencia. No
obstant, no podem dir si alguna de les inclusions és una igualtat o no.

o0
e Si la serie de poteéncies és de la forma Y a,(z —a)”, fent el canvi y =  — a obtenim una
n=0

o0
nova serie . a,y". Aplicant el teorema, tenim (—R,R) C D, C [-R,R|, on D, és el
n=0
domini de convergencia d’aquesta tltima. Desfent el canvi, pero, tenim (a — R,a+ R) C
D, Cla— R,a+ R] on D, és el domini de convergeéncia de la série inicial.
o0

Teorema 4.2.5. Siguin > a,x™ una série de poténcies i R el seu radi de convergéncia. Ales-
n=0

(o)
hores Vr € (0, R), la série Y a,x™ convergeir uniformement en [—r,r].
n=0

Demostracid. Aplicarem el criteri M de Weierstrass (cf. Corol-lari 3.2.10), és a dir, veurem que

o0
la serie numerica >, sup |a,x"| convergeix.
n=0 z€[—r,r]

Notem que per a cada n € N, la funcié f,(x) = |2"| és decreixent a [—r,0], creixent a [0, r]
iés |r| = |(—r)"| = r". Per tant, sup |a,z"| = |a,| sup |z"| = |a,|r™. Aix0 redueix el
x€[—r,r] x€[—r,r]

o0
problema a provar que la serie ) |a,|r" convergeix. Ens sera suficient el criteri de l'arrel:
n=0

limsup {/|a,|r™ = rlimsup {/|a,| =r/R < 1

n—-+o0o n—-+o0o

O

Aquest darrer teorema ens permetra aplicar alguns resultats del capitol anterior a les series
de potencies. Per exemple:

o0
Corol-lari 4.2.6. Siguin ) a,z™ una série de poténcies i R el seu radi de convergéncia.

n=0
[e.e]
Aleshores la funcid suma puntual de la série > a,z™ és continua a (—R, R).?
n=0

3A més a més, pel Teorema 2.4.5, la suma puntual és uniformement continua a tot compacte K C (—R, R)
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Demostracio. Sigui s : (—R, R) — R la funcié suma puntual de la serie, és a dir, la funcié

[e.e]

definida per s(z) = > a,2™. Notem que la successié de sumes parcials és una successié de po-
n=0

linomis, en particular, de funcions continues a (—R, R). A més a més, convergeix uniformement

a s en [—r,7]. Per tant, pel Teorema 3.3.3, les funcions s|_,,] sén continues Vr € [0, R).

Ara, donat = € (—R, R), podem prendre 7 € [0, R) complint « € (—r,r) i, com que s|_,,] sera
continua a x, tindrem que s també ho sera. O

Teorema 4.2.7 (Abel). Siguin Y a,z™ una série de poténcies i R el seu radi de convergéncia.
n=0

Aleshores:

o0 o0
(a) Si > a,R™ convergeix, llavors la série de poténcies Y, a,x™ convergeix uniformement en

n=0 n=0
[—r, R] ¥r € (0, R).
(b) Si > an(—R)™ convergeiz, llavors la série de poténcies >, a,x™ convergeix uniformement
n= n=0

0
en [-R,r] Vr € (0, R).

o0
Si es compleizen (a) i (b), llavors la série ) a,a™ convergeiz uniformement en [—R, R].
n=0

Demostracié. Demostrarem només (a), ja que (b) surt analogament. Sera suficient veure que
o0
>~ a,x™ convergeix uniformement en [0, R|, perque, pel Teorema 4.2.5, ja tenim que convergeix

n=0
uniformement en [—r,r] Vr € (0, R) i, de la Definicié 3.2.1, es dedueix immediatament que

també hi hauria convergencia uniforme a la unié, i.e., a (—r, R], amb la qual cosa ja hauriem
acabat.

Sigui s : (—R, R] — R la funci6 suma puntual de la serie, (s,), la successié de sumes parcials i
o

(Ap)n la successié amb terme general A, := > a,R". Notem que:
k=n

(1) (80(R))n —= s(R) = Ve > 0 Ingy € N tal que ¥n > ng és:

[e.o]

Z akRk

k=n+1

1.4.11(c)

s(R) — sn(R)| = = |Ap| < /2

oo n
E Qg Rk — E Qg Rk

(2) Pel Corol-lari 1.4.11(c), tenim que Vk € N és ap R* = Aj, — Ay

(3) Pel Lema 1.6.4, si A € [0, 1], llavors 1 > \*"1 > X\* >0 Vk € N,k > 0.

o0
Provarem que la serie Y a,z™ és uniformement de Cauchy en [0, R]. Donat € > 0, prenem el
n=0

no € N donat per (1). Aleshores per an,m > ng,m > niz € [0, R| tenim que A := z/R € [0, 1],
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r=AR1i
sm(@)—sa(@)| = | Y a'RY| 2 Z N(Ap = Appr)| = | D M= ) Ndyyy| =
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
m m+1 m
=)0 N A = D N TRA = (VT A = XM A+ Y (W= MDA <
k=n+1 k=n+2 k=n+2
S Z ‘ >‘k ! A ’+ |)‘n+1An+1| + ‘)‘mAm+1| <
k=n+2
€ ¢ k k—1 n+1 m QD € - k—1 k n+1 m .
<§<Z IAF — N A 4| |> _§<Z(A — B A >_
k=n+2 k=n+2
— §<An+1 )\n+2 + )\n+2 _ )\n+3 4+ )\mfl —\m + )\nJrl + )\m) —
3)
= oA = Xle <
[

Observacié 4.2.8. Gracies a aquest resultat, hem reduit I'estudi de la convergencia uniforme

de séries de potencies al calcul d’un limit (pel radi de convergencia) i a estudiar la convergencia
[e.°] o)

de les séries numeriques > a,R"1 Y a,(—R)". A més a més, podem generalitzar lleugerament

n=0 n=0
el Corol-lari 4.2.6:

(e}
Corol-lari 4.2.9. Siguin > a,x™ una série de poténcies i D el seu domini de convergéncia,

n=0
aleshores la funcio suma puntual €s continua a D.
Demostracio. En efecte, si R és el radi de convergencia de la serie, llavors tindrem D =
(—=R,R),(—R,R],[-R,R),|[—R, R]. El primer cas és el Corol-lari 4.2.6, mentre que els al-
tres son conseqiiencia del Teorema d’Abel, del Teorema 3.3.3 i del fet que els polinomis sén
funcions continues. O

4.3 Derivacio de series de potencies

En aquesta seccié estudiarem la derivabilitat de les series de poteéncies. Aixo potser no sembla
complicat, pero com veurem en els exercicis, moltes vegades resulta 1util per calcular la suma
de certes series de funcions i, en conseqiiencia, de certes series numeriques.

Lema 4.3.1. Siguin (a,), C [0,4+00),(b,), C R, limsupa, = a > 0 i lirf b, = b > 0.
n—+o00 n—=1+00
Aleshores lim sup a,b,, = ab.
n—-+00

Demostracio. Sigui 0 < e < b, com que lim b, = b, tenim que existeix ng € N tal que Vn > nyg
n——+0o

és0<b—e < b, <b+e. Per tant, per a n > ng, tenim:

(b—e)supay = supag(b —¢) < supagby, < supag(b+e) = (b+¢)supay
k>n k>n k>n k>n k>n

Aix0 mostra, en particular, que la successio (sup akbk> esta acotada inferiorment. A més a
k>n
- n

més, per ser decreixent, té limit. Prenent n — 400, tenim:

(b—¢)a < limsupayb, < (b+¢)a = |limsup a,b, — ab| < as

n—-+oo n—-+oo
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Com que aix0 es compleix per a tot € € (0,b), tenim que lim sup a,,b, = ab. O
n—-+00

Lema 4.3.2. lim {/n=1.

n—-4o0o

Demostracid. Posem a, := /n —1 > 0. Notem que per an > 1 és

n= (an+1)”:zn: (Z)a’; > @ai

k=0

2
acabat. O

Per tant, 1 > “51q2. En definitiva, 0 < a, < ,/% i, per la Regla del Sandwich, ja hem

&)
Lema 4.3.3. Siguin ) a,x™ una série de poténcies i R el seu radi de convergéncia. Aleshores
n=0

(0.9}
la série obtinguda derivant els termes de . a,x™, és a dir, > a,nz""', també té radi de
n=0 n=1
convergencia R.
o0 oo o0
Demostracio. Notem que les series > a,nz" ' i Y a,na" = x Z a,nz"!' tenen el mateix
n=1 n=1 n=1

domini de convergencia i, per tant, el mateix radi de convergencia. Sera, doncs, suficient veure

que lim sup {/|a,| = hm sup Y ann.

n—-+o0o
limsup {/|a,n| = limsup(+/|a,| \/_ lim sup v/ |a,| hm Un ? lim sup v/ |ay|
n—-+o0o n—-+00 n——+00 n—-+00
m
Aquest lema ja ens permet enunciar els seglient resultat:
[e.e]
Teorema 4.3.4. Siguin Y a,x"™ una série de potencies, R el seu radi de convergencia i
n=0

n—1

$,5: (=R, R) = R les funcions suma puntual de > a,x™ i Y a,nz™ ", respectivament. Ales-
-1

n=0
hores s és derivable a (—R, R) i s’ = 3.
Demostracio. Pel Teorema 4.2.5, tenim que per a tot r € (0, R) les dues seéries convergeixen
N

uniformement en [—r,7]. Sigui sy(z) = > a,z", es compleix que:

(1) (sy)n convergeix uniformement en [—r,7].

(2) sy(0) =0Vn € Ni, per tant, (sy(0))n convergeix.

Pel Teorema de derivaci6 i convergencia uniforme (3.4.1), existeix f : [-r,r] — R derivable tal
que sy = fisy = f en [—r,r]. En particular, Nlim sn(x) = s(x) = f(x) i NliIE shy(z) =
—+00 —+00

s(x) = f'(x).

Aix0 demostra que s’ = 5 a [—r,r] Vr € (0, R). Perd donat x € (—R, R), x # 0 és = € [—|x|, |z|]
amb |z| € (0, R), per tant, s'(z) = §( ) En definitiva, s =5 a (—R, R). O
Corol-lari 4.3.5. Siguin ) a,z™ una série de poténcies, R el seu radi de convergéncia i
n=0

s: (=R, R) — R la funcié suma puntual de ) a,z™. Aleshores s € C* ((—R, R)) i

n=0

> !

(k) — n n—k
s (x) = = k)!anx
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Demostracio. Induccié i Teorema 4.3.4. O
Observacio 4.3.6. Notem que a,, = 5(2!(0). Per tant, si una certa funcié f : R — R és suma
puntual d’una serie de potencies centrada en 0, aquesta serie queda totalment determinada per
la relacié anterior i és: .

-3 f®(0)

n!

m’l’b

/()

n=0
No obstant, no totes les funcions indefinidament derivables poden ser suma puntual d’una serie
de potencies, amb la qual cosa no sempre podrem escriure la igualtat anterior. Anomenarem
funcions analitiques a aquelles que si poden ser suma puntual.

Exercicis

4.1. Estudieu la convergencia i calculeu la suma en el corresponent domini de convergencia de
les seglients potencies:

(a) > 2"
(b) o %
(¢) 2 onty(n+ 1)a”

4.2. Estudieu la convergencia i calculeu la suma en el corresponent domini de convergencia de

la segiient serie de potencies:
n+1

;n(rﬁ- 1)

4.3. (a) Estudieu la convergencia puntual i uniforme de la segiient serie de poteéncies:
i n+1 (:U)n
n 3

Estudieu la convergencia en els extrems del domini de convergencia.

(b) Trobeu la suma de la serie.

& 1
(¢) Quin és el valor de ) ntl,

n=1 n9” ’

4.4. (a) Demostreu que el radi de convergencia de la segiient seérie de potencies és 1:

o0 p2ntl
21
— (2n+1)(2n —1)
(b) Demostreu que la suma de la serie és la funci6 f : [—1,1] — R definida per
r 1,4
f(z) = 5~ 5(9& + 1) arctan x

(¢) Demostreu que

T 1 & (=)
i b v
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4.5. (a) Estudieu la convergencia de la serie:

= na™t
nzl(—l)’” (n+1)(n+2)

Estudieu la convergencia en els extrems del domini de convergencia.

(b) Si f denota la seva suma, demostreu que per a cada |z| < 1 és
5 [F1, z?
x ;f(t)dt:log(1+:c)—:z:+?
0

4.6. Estudieu la convergencia i calculeu la suma en el corresponent domini de convergencia de

& $4n
Z dn + 1

la serie de potencies:

n=0
& 1
Calculeu el valor d —_ .
alculeu el valor 62024n(4n+1)

© n?2_n—3
4.7. Sigui ) %x
n

n=1

n

(a) Estudieu la convergencia puntual i uniforme de la serie.

(b) Calculeu la suma de la serie de poteéncies en el seu domini.

o cos"tlx

4.8. Considerem la serie _
' ' ngo n+1
(a) Estudieu la convergéncia puntual en [0, Z].

(b) Estudieu la convergencia uniforme en [a, 2], a > 0.

(¢) Calculeu, en els punts on la série és convergent, el valor de la suma.
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1.1.

1.2.

1.3.

Exercicis resolts

Capitol 1: Els nombres reals

Siguin z,y € K. Demostreu que ||z| — |y|| < |z —y|.

Sol. Utilitzant la desigualtat triangular |a + b < |a| + [b] amb a = x —y 1 b = y, te-
nim |z| < |z —y| + |y|, ie, |z] — |y| < |r —y|. Canviant els papers de x i y, tenim
lyl = |z| < |y — 2| = |z — y|. En definitiva, —|z —y| < |z]| — |y| < |z —y].

Siguin zy,...,z, € K. Demostreu que |x1 + ...+ z,| < |zi| + ...+ |z,].

Sol. El cas n = 2 és la desigualtat triangular. Suposem-ho cert per a n € N. Si
x1,..., 2,11 € K, llavors:

o1+ . A T = (1) F x| <zt x| Tesa] <z 4 @]

On a la primera desigualtat s’ha aplicat la desigualtat triangular i a la segona, la hipotesi
d’induccié i (b5).

Siguin z,y € K amb 0 < y < x. Demostreu que per a tot n > 1 és:

n+1 @ 2" —ytl ) n+1
< < x
n " —yn n

Sol. Provem primer (1). Posem ¢ := y/x < 1. Tenim:

xn—i—l _ yn—i-l l‘n+1(1 _ qn+1

S = —
"t —y" (1 — qn)
1—q)(1+qg+...+q") 7
=7 =x(1+ «
1-—q¢(14+qg+...q" ) l4+qg+...+ ¢! (%)
Posem A := c Aleshores:

1+qg+...+qgvt

1 1 R A | 1 1
_14ag+...+4q =—+4+.. .. +->14+."F+l=n=>A< -
A q q q "

1
On a la desigualtat s’ha utilitzat que ¢ < 1. Tornant a (%), tenim S < z <1 + —) =
n
n+1

x, com voliem veure.

Per provar (2) raonarem de forma semblant. Posem @) := z/y > 1. Tenim:

In—i—l _ yn—l-l _ yn—i-l(Qn—i-l -1 _

g —
an —yn y(Q"—1)
B (Q—l)(1+Q+...+Q")_ Q" "
_y(Q—l)(1+Q+...Qn—1)_y<1+1+Q+...+Q"—1) ()
Posem A := Q" Aleshores:

1+Q+...+Qn 1

I 1+Q+...+Q"! 1 1 1
i =—+4+ ... +=<1l+.2.4+l=n=A>—
A Q" Q" Q n
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1.4.

1.5.

1.6.

1
On a la desigualtat s’ha utilitzat que @ > 1. Tornant a (xx), tenim S >y <1 + —> =
n

n+1
n

Y.

Sigui A C K, demostreu que si A té minim, aquest és Unic i que si té maxim aquest és
tnic. Deduiu I'analeg per a infim i suprem. Denotarem per sup A al suprem de A (si
existeix) i inf A a I'infim de A (si existeix).

Sol. Si A té minims a,a’ € A, llavors a < d' i @ < a, per tant, a = a'. El mateix
raonament s’aplica als maxims.

Si existeix 'infim de A, llavors és tinic perque es defineix com el minim del conjunt de les
cotes superiors i el minim, com acabem de veure, és tinic. El mateix raonament s’aplica
al suprem.

Siguin @ # A C K i a € K. Demostreu que a és I'infim de A si, i només si, es compleix:

(1) « és cota inferior de A.

(2) VeeKygdre Atalquea<z <a+e

Enuncieu i proveu el resultat analeg per al suprem.

Sol. Si a = inf A, aleshores es compleix (1) immediatament. Sigui ¢ € K., aleshores
a < a+ € 1, per tant, a + € no pot ser cota inferior. Aixo vol dir que existeix = € A tal
que x < o+ ¢. La part a < x és evident perque a és cota inferior.

Reciprocament, si o compleix (1) i (2), aleshores és cota inferior de A. Cal veure que és
la més gran de les cotes inferiors. Suposem que § € K una cota inferior més gran que a.
Aleshores per ac = —a >0 existeix r € Atalquer < a+e=a+ 5 —a = f, amb
la qual cosa [ no seria cota inferior de A, contradiccié.

Pel suprem tenim que o = sup A si, i només si, es compleix:

(1) « és cota superior de A.

(2) Ve>0dre Atalquea—e <z < a.

La demostracié és completament analoga.

Siguin A, BCKiC :={z+ye€K:x € Ay € B}. Demostreu que:

(a) Si A té suprem, aleshores —A := {—a : a € A} té infim i inf(—A) = —sup A.

Sol.  Comprovem les propietats (1) i (2) de I'exercici anterior amb o = —sup A i el
conjunt —A:
(1) Sigui x € —A, aleshores —x € A. Per tant, —x <sup 4, i.e. © > —sup A.

(2) Sigui ¢ € K, aleshores 3z € A tal que supA — e < = < sup A, és a dir,
—supA< -z < —supA+e.
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(b)

(1)
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Si A té infim, aleshores —A := {—a : a € A} té suprem i sup(—A) = —inf A.

Sol.  Comprovem les propietats (1) i (2) de 'exercici anterior amb o = —inf A i el
conjunt —A:

(1) Sigui x € —A, aleshores —x € A. Per tant, —x > inf A, i.e. z < —inf A.

(2) Sigui e € K., aleshores 3z € A tal que inf A < =z < inf A + ¢, és a dir,
—infA—e¢< —2 < —infA.

Si A i B tenen infim, aleshores C' també i inf C' = inf A + inf B.

Sol.  Comprovem de nou (1) i (2).

(1) Sigui z +y € C, x € Ajy € B, aleshores > inf A iy > inf B, per tant,
x+y>inf A+ inf B

(2) Sigui € € K., aleshores existeixen x € A,y € B tals que

infA<z<infA+e/2
inf B<y<infB+¢/2

} = (infA+infB) <z +y < (infA+inf B) ¢
Si Ai B tenen suprem, aleshores C' també i sup C' = sup A+ sup B.

Sol.  Per l'apartat (a), —A 1 —B tenen infim. Notem que —C = {z+y:x € —A,y €
—B}. Per tant, per 'apartat (c¢), —C' té infim i inf(—C) = inf(—A) + inf(—B).

Per I'apartat (b), —(—C') = C té suprem i sup C' = — inf(—C'). Substituint, obtenim
—supC = —sup A —sup B, i.e. supC =sup A+ sup B.

Si A€ Koo, Ay :={A -2 : z € A} i A té suprem, aleshores A, també en té i
sup Ay = A - sup A.

Sol.  Tornem a comprovar (1) i (2):
(1) Sigui \x € Ay, x € A, X\ € K., aleshores z < sup A, per tant, Az < Asup A

€
(2) Sigui ¢ € K., aleshores existeix z € A tal que sup A — X < x <supA. Per
tant, Asup A — e < x < Asup A.

1.7. Anomenarem valor absolut a Q a tota aplicacié || - || : Q — [0, +00) que compleix:
||z|]| = 0 si, i només si, x =0
lzyll = Nzl - llyll

(2)
(3)

[z +yll < llzll + llyl]

Demostreu que:

(a)

11 =1 =1 = 1.

_ > e 10
Sol. |1l = I - 1l Z -l = 12 = 0 = 2 = 1) = ) - 1 =
1] = 1.

Hlell( D=1 2 i )II (=Dl = [I(= )H2 Per tant:
L=(=DI* = v1=VI(-DIP=1= (-1l
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(b) Si es compleix ||z + y|| < max(||z|], ||y]|) Vz,y € Q, aleshores si b € D(a,r) :={z €
Q: [la —z|| <7}, tenim que D(a,r) = D(b,r).

Sol. Sigui b € D(a,r), volem veure que D(a,r) = D(b,r).
C: Sigui z € D(a,r), aleshores ||[z—b|| = ||(z—a)+(a—b)|| < max(||z—al|,|a—b]) <,
perque z € D(a,r) i b€ D(a,r). Per tant, z € D(b,r).
D: Intercanviant a per b a la inclusié anterior.
(c) Si es compleix ||z + yH < max(||z|, |ly]]) Vz,y € Q, aleshores ||n|| <1 Vn € Z.
Sol. Notem que Hx|| Hx|| =1y < |z(=1)|| = || — «||. Per tant, hi ha prou
provant-ho per an > 1.
e Peran=0: 0] 20<1
e Hipotesi d’induccié: ||n] < 1.
I+ 1] < max({[n[], [1]]) < max(1,1) =1.
(d) El reciproc de 'apartat (c).

Sol.
N

z

kXN:<> = <]Z>xkyNk
( )H e ann ¥+ <

ax(|| ], yl)* - max(fl[l, [|y)"™* = (N + 1) max(||], |yI)*™

2)
lz+ 51 = ll(= + )" =

NeERINE
=

<

b
Il
o

Per tant, VN > 1és [z +y|| < VN + 1-max(||z],]|y]|). Pel Lema 4.3.2, tenim que
(VN + 1)y -5 1.

En definitiva, passant al limit obtenim el que vollem: ||z + y|| < max(||z|||, ||y|])-

1.8. Sigui (A,), una successié de subconjunts no buits de R acotats superiorment i tal que
A, € A,11 Vn € N. Posem s, := sup A,,. Demostreu que (s,), convergeix si, i només si,
A= |J A, esta acotat superiorment i, en aquest cas, (s,), — sup A.
neN
Sol. = Notem que (s,), C R és una successi6 creixent i convergent. En particular, esta

. o 1.5.11 .
acotada superiorment i lims, = sups, =: s. Veiem que s = sup A.
n

neN
(a) s és cota superior de A: Sigui z € A = |J A,, llavors existeix ny € N tal que
neN
x € Ay,. Per tant, v <sup A,, = s,, <sups, = s
neN

(b) s és la menor de les cotes superiors de A: Sigui § € R una cota superior de A.
Aleshores és, en particular, cota superior de A,, Vn € N. Per tant, s, =sup 4, < 8
i, passant al limit o per definici6é de suprem, s < 3.

<: Per la Proposicié 1.5.11 sera suficient veure que la successio (s, ), esta acotada supe-
riorment. Com que A esta acotat superiorment, podem posar « := sup A. Pero llavors «
és cota superior de A, Vn € N, per tant, s, = sup A4,, < a, i.e. «a és cota superior de (s, )p.
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1.9. Per a quins o € R es pot afirmar que tota successio (x,,), de R complint

|Tpi1 —xp] <n® VneN

convergeix?
n o1
Sol.  Notem que si a > —1, podem triar z,, ;== > z i es compleix
k=1
1 1
Tpp1l — Tp| = < —=nlt<np”
’ n+1 n| n+ 1= n

Pero ja és conegut que la successié (x,,), no convergeix.
Provarem que si és cert per a o < —1. Suposem que (x,,),, compleix la hipotesi. Aleshores
sera suficient veure que (z,), és de Cauchy. Siguin € > 01in,m € N,m > n, llavors:

1.2.
|Tm—xn] < |Tpi1—Zn|+H|Tnro—Tni1|+. o F|Tm—Tmo1| < 0+ (n+1)%+. . F(m—1)" ()

n—1
Definim s,, := > k% Com que a@ < —1, la successié (s,), convergeix (es pot veu-
k=1

re, per exemple, amb el criteri de la integral fet a Introduccid al Calcul Integral). En
particular, (s,), és de Cauchy. Per tant, existeix no € N tal que Ym > n > ng és
Sm—Sn =n+(n+1)*+...+(m—1)* < e. Tornant a (*), hem provat que |z, —x,| < €.

1.10. Sigui (x,), una successié de nombres reals.

(a) Suposem que existeixen p € (0,1), M > 01 p € N complint que |x,11 — z,| < Mp"
per a tot n > p. Demostreu que la successié (x,), és convergent.

Sol. Sera suficient veure que (z,), és de Cauchy. Sigui ¢ > 0. Per am > n > p,
tenim:

1.2.
T — Tn| < [T — T+ T — 2] S Mp™ L+ M =
— _ M

—n— m—n— nl
=Mp"(p™ "+ p + . 4+p+1l)=Mp T, _l—pp

Com que (p"), — 0, existeix n; € N tal que p" < Pe. Posant ng := max(p,ny),

tenim que Vm > n > ng és

| < M 1o
Ty — Tp| < ——
1l—p M

E=¢€

(b) Suposem que existeixen p € (0,1) i p € N complint que |z,41 — z,| < plz, — Tpoy
per a tot n > p. Demostreu que la successio (x,,), és convergent.

Sol. Definim M := |z, — 2, 1]. ) )
Per an =p és |vu41 — 2| < pl1y — 3pa| = pM = p" PHM.
Suposem que per an € N és |z,41 — x,| < p" P M. Aleshores:

|x(n+1)+1 — Tpq1| = |[Tpgo — Tuga| < plrpg — 2,] < PnipHM = P(nH)prM

Aixd demostra que |2, — x,| < Mp" P ¥n > p. Posant M := MpP~t > 0,
observem que es compleix I'enunciat de 'apartat (a). Per tant, (z,,), és convergent.
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1.11.

1.12.

1.13.

Demostreu que si una successié (a,), de nombres reals no esta acotada superiorment,

aleshores té una parcial (a,, ), F (a,), tal que a,, ELEGIRNY

Sol.  Com que (a,), no esta acotada, existeix n; € N tal que a,, > 1. Triem el n; més
petit possible.

Suposem que tenim n; < ng < ... < ng complint a,, > ¢ Vi = 1,..., k. Aleshores triem
Nk :=min{m € N:a,, > k+11im > n,} ' (el conjunt és no buit perque (a,)nsn, NO
esta acotada).

Hem construit aixi una successio (ng), estrictament creixent. Veiem que (ap, )i F (a,) té
limit +o00. Donat M > 0, triem ko := [M]. Aleshores per a k > kg és

ank>k‘2k02M

Sigui (z,,), una successié de nombres reals acotada. Considerem les successions (yy,), i
(zn)n amb termes generals y, := min{zy,...,z,} 1 2z, := max{xy,...,2,}. Demostreu
que (Yn)n 1 (2n)n convergeixen i que lim y, < lim z,.

Sol.  Com que (x,), és acotada, es té immediatament que (y,)n 1 (25), també ho sén.
D’altra banda, observem que (y,), és decreixent i (z,), és creixent. Per la Proposicié

1.5.11, convergeixen a [ := inf y, i a S := sup z,, respectivament.
neN zeN
Finalment, només cal observar que

I <infz, <supz, <5,
HGN HEN

jaquey, <z, <z, VneN.

1) Sigui (my), una successié d’enters. Demostreu que si (m,), és una successié de
Cauchy, llavors existeix ny € N tal que per a tot n > ng, és m,, = m,,,. En particu-
lar, podem dir que tota successié d’enters i de Cauchy és convergent en Z.

Sol. Tot i que no s’ha especificat, aplicarem la definicié de successié de Cauchy amb
K = R? (cf. Definicié 1.4.14).
Per a € = 1, tenim que existeix ng € N tal que Vn > ng és

Mp—Mng 4

My — M| < 1= =1 <my, —my, <1 My — My, = 0= my, = my,
2) Siguin (pn)n 1 (¢n)n successions de nombres enters no nuls tals que (g,), és acotada
i (pn/qn)n convergeix cap a x € R. Demostreu que z € Q.

Sol. L’estrategia consistira en construir una parcial (g, )x = (¢n)n que sigui constant,
prendre la parcial (pn, /qn, )k F (Pn/qn)n, Observar que convergeix cap a x i utilitzar
I'apartat (1) per acabar veient que x € Q.

Definim A := {q, € Z : n € Z}. Com que (g,), és acotada, tenim que A també ho
és. Per tant, existeix M € Z tal que Vg € A és —M < q < M.

INotem que estem donant una eleccié explicita per als ng. Per tant, té sentit dir que no necessitem ’axioma
de P’eleccié.
2També es pot prendre K = Q i el resultat no canvia
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Pera N =-M,...,—1,0,1,..., M, definim By := {n € N: g, = N}. Notem que
ha de ser

M
U BN == N
N=—M

Observem que la unié de 'esquerra és finita, pero el conjunt de la dreta és infinit.
Aixo implica que algun dels By és infinit, diguem-li B,.
Definim de forma recurrent una successié (ny), de naturals estrictament creixent
per:

ny := min B, ng+1 = min{n € N: ¢, = ¢,n > ng}

Aix{ ja tenim la parcial constant (g, )x = (q)x que voliem. Com que (p,/qn)n — T,

tenim que (pn, /qn, )k Fe 2. Perd Pny./dn, = Pn./q la qual cosa implica que

(Pny )k LN q - x. En particular, (p,,)r és de Cauchy i, per I'apartat (a), conver-
geix en Z, i.e. ¢-x =p € Z, o sigui x = p/q € Q.

1.14. Siguin (an)n, (by)n 1 (2y,), successions de nombre reals complint:

(a)
(b)
()

Per a tot k> 1,a; < b.

(bk — G,k;)k i) O
Per a tot k > 1, el conjunt Ay = {n € N: x, ¢ (ag,by)} és finit.

Demostreu:

1)

La successio (z,,), és convergent.

Sol. Com que els A, sén finits, podem definir M}, := max A, + 1 Vk > 1.
Sigui € > 0, per (b) tenim que 3Ing € N tal que |b,, — ay,| @ bry — Gny < €. Aleshores
per a tots n,m > M, tindrem:

T, € (A, bny) = Apy < Ty < by, N
T € (A, bny) = Ang < Ty < bpy = —bpy < =Ty < —ap,
= Ay — bpy < Ty — Ty < by — Ay = |Tp — Tpn| < by — iy < €

Aix0 demostra que (x,), és de Cauchy i, per tant, convergent.

Six = limx,, llavors ay < x < b per a tot k > 1.
n

Sol. Sigui k > 1, aleshores per (c) tenim que Vn > M és a < x, < bg. Fent
n — —+oo i aplicant la Proposicié 1.4.12 obtenim a; < z < by.

lima; = lim b, = x.
n n

Sol. Restant a;, a les desigualtats de I'apartat anterior, tenim 0 < x — ay < by — ag.
Per la Regla del Sandwich, (x — a); convergeix cap a 0. Ara només cal notar que
ar =z — (x —ag), on (x), i (r — ay), convergeixen cap a x i 0, respectivament. Pel
Corol-lari 1.4.11(c), sera (ax)g LN

D’altra banda, podem posar by = (b — ax) + ax i, aplicant el mateix corol-lari,

obtenim (by)y LN
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2.1.

2.2.

2.3.

Capitol 2: Espais metrics

Siguin (C([0, 1]), ds ) l'espai metric de 'Exemple 2.1.2, (R, |-|) 'espai metric habitual dels
reals i

F:c(0,1]) —

R
1
fr— / f(x)dx
0
Demostreu que F' és continua a tot C([0, 1]).

Sol. Siguin g € C([0,1]) i € > 0, volem veure que existeix § > 0 tal que

/01 f(x)dx — /01 g(x)dz

VfeC(]0,1]) és dwo(f,g) <6 = <e

Pero si dwo(f, g) < 9, llavors:

/01 f(z)dx — /Olg(:c)daz

Per tant, tenim prou triant § := 3.

< / (@) — g(@)lde < sup |f(z) — g(2)] = doo(f.g) < 6

z€[0,1]

Sigui (z,), una successié a un espai metric (X, d). Demostreu que (x,), convergeix cap
a z € X si, i només si, tota parcial de (x,), convergeix cap a x.

Sol. De dreta a esquerra és evident perque la propia successié (z,), és una parcial de si
mateixa.

Reciprocament, suposem que (x,, )x = (zn)n 1 que (x,), convergeix cap a x. Sigui € > 0,
llavors existeix ng € N tal que Vn > ng és |z, — x| < . Triem ko € N complint ny, > ny.
Aleshores Vk > ko tindrem ny > ng, > ng, per tant, |z, —z| <e.

Sigui (z,,), una successié de Cauchy a un espai metric (X, d). Demostreu que si la suc-
cessié (), té una parcial convergent cap a x € X, aleshores (z,,), convergeix cap a z.
Sol. Suposem que (x,, ), convergeix cap a x. Sigui € > 0, tenim:

(1) 3Ing € N tal que Yn,m > ng és d(z,, ) < /2.
(2) ko € N tal que Vk > kg és d(zy,,x) < /2.

Triem k € N tal que ng > max(ng, ng, ). Aleshores Vn > ng és

d(zp, z) < d(zp, Tp,) +d(xg,, ) <e/24+c/2=c¢

3Notem que com que el § escollit no depen de g, podem afirmar que la funcié F és uniformement continua
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2.4. Sigui (x,), una successié a un espai metric (X, d).

(a) Demostreu que si (x,), convergeix cap a z € X, llavors les successions (z2,)n i
(T2n41)n també convergeixen cap a z.

Sol. Exercici 2.2.
(b) Si (z2n)n 1 (T2n41)n sON convergents es pot assegurar que (x,,), és convergent?

Sol. No. Per exemple, z,, :== (—1)". Es té que x9, = 11 29,11 = —1. Totes dues
convergeixen, pero (,), no convergeix.

(¢) Si(xon)n i (T2n11)n s6n convergents cap a x € X, demostreu que (z,), també ho és.

Sol. Sigui € > 0, aleshores:
(1) Jk; € N tal que Yk > ky és d(xo, z) < €
(2) Jko € N tal que Yk > ko és d(xop1,2) < €
Posem ng := max(2ky, 2ks + 1). Llavors per a n > ng tenim dos casos:
o nparell = n =2k =2k >ny > 2k =k >k = d(z,,x) =d(ze,r) < &
ensenar = n =2k+1=2k+1>nyg>2k+1=5k>k = du,z) =
d(xopy1,x) < €

(d) Més generalment, demostreu que si existeixen dues successions parcials (Zq())n,
(T4(n))n que convergeixen cap a x € X i compleixen o(N) U s(N) = N, aleshores
(), també convergeix cap a x.

Sol. Notem que per tal que (Zo(n))n, (Ts(n))n siguin parcials de (,,),, o i s han de
ser estrictament creixents. Sigui € > 0, aleshores:
(1) 3k, € N tal que VE > ky és d(zop), ) < €
(2) Jky € N tal que VK > ko és d(zgpy,x) < e
Posem ng := max(c(ky), s(ks)). Llavors per a n > ng tenim dos casos:
en € o(N)=n=o0cgk) = dk) >ny > oclk) =k >k = duz,x) =
d(l‘a(k), :L“) < €
e n¢o(N)=necs(N)=n=s(k)=s(k)>ng>s(ks) =k >ky=d(z,,z)=
d(l‘s(k),l‘) <€

2.5. Sigui (x,), una successié a un espai metric (X,d) de manera que les parcials (z2,)n,
(T2n+1)n, (T3n)n convergeixen. Demostreu que (z,), convergeix.

Sol. Posem [ := lim Top, I : hmxan, "= hm T3y,

Per I'apartat (c) de Pexercici anterlor només cal veure que [ =1". Observem que (Zgp)n
és una parcial de (xay,), i de (z3,)n. Per I'exercici 2.2., (zg,), tindra limits [ i " i, per la
unicitat del limit, sera [ = [".

De forma semblant, (23(2,,41))n és una parcial de (zan41)n 1 de (23,),. Pel mateix argu-
ment, tenim [' = [".
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En definitiva, [ =" =1[".

2.6. Sigui (x,), una successié a un espai metric (X, d).

(a)

Si tota parcial de (x,), té una parcial convergent, podem afirmar que (z,), és con-
vergent?

Sol. No. Per exemple, z,, := (—1)". Ja sabem que (z,), no convergeix, pero donada
una parcial (z,, ), hi ha infinits £ € N que compleixen z,,, = 1 o bé hi ha infinits
k € N que compleixen z,, = —1. En qualsevol, cas podem construir una parcial
constant de (z,, )r a estil de l'exercici 1.13.(b).

Sigui x € X. Demostreu que si tota parcial de (z,), té una parcial que convergeix
cap a x € X, aleshores (x,), té limit z.

Sol. Per reducci6 a l'absurd. Suposem que (x,), - =. Aleshores existeix £ > 0 tal
que ¥Yng € N In > ng complint d(z,,z) > ().

Construirem una parcial (z,, ), amb la propietat d(z,,,x) > ¢ Vk € N, amb la qual
cosa no hi hauria cap parcial de (z,, ), que convergeixi cap a x i aixd suposaria una
contradiccio.

Definim (ny)x de forma recurrent per:

ny = min{n € N : d(x,,x) > ¢} N1 = min{n € N: d(z,,x) > e,n > ng}

Notem que (x) afirma que tots aquests conjunts sén no buits i, per tant, té sentit
prendre els minims. Aix{ ja tenim la parcial (z,, )r F (2,), que voliem.

2.7. Sigui (x,), una successié a un espai metric (X, d) i sigui €, := d(xy, Tn11), per an > 0.

(a)

(b)

[e.e]
Demostreu que si Y e < 400, llavors (x,), és una successié de Cauchy.
k=0

(o]
Sol. Afirmem que la cua de la serie ) €5 convergeix cap a 0. En efecte, si ¢ > 0,
k=0

oo n
doer— Y. x| < e. Ara només cal

k=0 k=0

o0
= > e <e ¥n>ny.
k=n+1

llavors existeix ng € N complint que Vn > ng és

o0
>k

k=n+1

[o¢] n
D Ek— D Ek

k=0 k=0

notar que

Sigui € > 0, triem el ng € N anterior. Aleshores per a n,m > ng+ 1, m > n, tenim:

m—1 o)
AT, n) < d(Tp, Tpi1) + oo+ d(Tp1, ) = €n+ oo+ Emo1 = Z e < Zek <e
k=n k=n

Demostreu que si (x,,), és convergent i limx, = z € X, llavors per a tot n > 0, és:
n

d(z,z,) < Z €k
k=n
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Sol. Raonant com a l'apartat (a), tenim que Vn,m € N, m > n és:
m—1 00
d(xmvxn) <éept ... téEmar = ng < ng
k=n k=n

o0
Passant al limit m — oo, obtenim d(z,x,) < Y &1
k=n

2.8. Siguin (ay)n, (bn)n dues successions a un espai metric (X, d). Demostreu que:

(a)

Si (an)n 1 (by)n s6n de Cauchy, aleshores la successié de R (d(ay, by,)), té limit.

Sol. Sera suficient veure que (d(ay,b,)), és de Cauchy. Sigui € > 0, aleshores:

(1) 3ny € N tal que Yn,m > ny és d(ay, an,) < €/2.
(2) 3Iny € N tal que Vn,m > ny és d(b,, by) < /2.

Llavors per a n,m > ng := max(ny, ny), tenim:

d(an, by) — d(am, by) < d(an, am) +d(am, by) — d(am, by) < d(ay, ay) +d(by, by) < €

On hem utilitzat la desigualtat triangular. Invertint els papers de n i m, obtenim:
d(@pm, b)) — d(an, by) < d(apm, arn) + d(by, by) < €

En definitiva, |d(an, by) — d(am, bm)| < €.

Si (an), és de Cauchy i limd(a,,b,) = 0, aleshores (b,),, és de Cauchy.

Sol. Sigui € > 0, aleshores:
(1) 3ny € N tal que Yn,m > ny és d(ay, an) < €/3.
(2) dne € N tal que Vn > ny és d(an, b,) < €/3.
Llavors per a n,m > ng := max(ny, ny), tenim:
e € ¢
d(by, b)) < d(bn,an) + d(an, @) + d(am, by) < 3 + 3 + 3=°¢
Si (an)n és de Cauchy i limd(a,,b,) = 0, aleshores (b,,),, convergeix cap a [ € X si,

i només si, (a,), convergeix cap a l.

Sol. Notem que, per apartat (b), (b,), és de Cauchy. Aixo ens diu que problema
té una simetria que permet demostrar només una implicacid i invertir els papers de
(an)n 1 (by), per obtenir el reciproc. Provarem, doncs, només la implicacié d’esquer-
ra a dreta.

Es suficient observar que Vn € N és 0 < d(an,1) < d(an,b,) + d(bn,1) i aplicar la
Regla del Sandwich.

m

4S’hauria de veure abans que (d(Tm,Zn))m — d(z,7,). Aixd es dedueix de —d(z,7,,) < d(z,z,) —
d(xm, ) < d(z,z,), on hem utilitzat la desigualtat triangular dues vegades.
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2.9.

2.10.

2.11.

Demostreu que £ = {f € C([0,1]) : 0 < inf f(x) < sup f(x) < 1} és obert a

336[0,1} IG[O,H
(€(0,1]),duv).
Sol. Siguig e Eia:= il{lof”g(a:), b:= sup g(z). Triem § := min(a,1 — b)/2. Llavors
z€ z€[0,1]
donada f € B(g,5), é du(f.g) = sup |f(x) — ()] < 6, per tant, |f(z) — g(x)| <
z€[0,1]

d Vz €]0,1]. Desenvolupant:
0<a—0<g(z)—d< f(z)<glx)+d<b+d<1, Voxell]l]

Per tant, 0 < 1nf f(z) < sup f(z)<1,ésadir, fekE.
€[0,1] z€[0,1]

Aixo demostra que B(g,0) C E, com voliem.

Sigui A C R obert. Demostreu que per a cada x € R,z # 0, els conjunts 2+ A := {z+y :
yeAlix-A:={x-y:y € A} sén oberts.

Sol. Definim aplicacions ¢, : R — R i ¢, : R\ {0} — R per les assignacions

0 (y) =y —x G (y) i =y/z

Notem que sén funcions continues als seus respectius dominis. Observem també que
o (A) =2+ Ai¢,'(A) =2z A. Aixd demostra que = + A és obert a R iz - A és obert
a R\ {0}. Pero com que R\ {0} és obert a R, es té que = - A també és obert a R.

Un espai metric (X, d) es diu ultramétric si per a tots z,y,z € X és

d(z,y) < max(d(x, z),d(z,y))

Sigui (X, d) un espai ultrametric. Proveu:

(a) Tota bola oberta de (X, d) és un conjunt tancat.

Sol. Sigui B(z, M) una bola oberta de (X,d) (z € X, M > 0). Volem veure que
B(x,M)¢ = {y € X : d(z,y) > M} és obert. Sigui y € B(x, M), afirmem que
B(y, M) C B(z, M)®. En efecte, si p € B(y, M), lavors d(p,y) < M < d(x,y), per
tant:

d(p,y)<M

M < d(x,y) < max{d(z,p),d(p,y)} "L d(x,p) = p € B(a, M)°

(b) Una successié (ay,)n és de Cauchy en (X, d) si, i només si, 11r+n d(an, any1) = 0.
n—-+0o0

Sol. La implicacié d’esquerra a dreta és evident. Per laltra, suposem que (ay),
és una successié de (X, d) que compleix d(ap,a,4+1) —> 0. Sigui € > 0 aleshores
existeix ng € N tal que Yn > ng és d(a,, an11) < €.

Per a n,m > ng, m > n, tenim

d<an7 am) S max{d<an7 an+1)7 d<a'n+17 am)} S
< max{d(an, ani1), d(Api1, Gpia), d(pio, am)} < o0 <
< max{d(an, any1), .-, d(am_1,am)} <€
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2.12. Es tracta de provar una generalitzacié del Teorema dels Intervals Encaixats (cf.Teorema
1.6.2). Sigui (X,d) un espai metric complet per successions. Per a un conjunt no buit

E C X definim el seu diametre com diam F = sup d(z,y). Suposem que (E,), és una
el
successié de subconjunts tancats i no buits de X que compleix F,.; C E, per a cada

n > 1idiam(E,) - 0.

(a) Suposem que z, € E, per an > 1. Demostreu que la successié (z,), és de Cauchy.

Sol. Sigui € > 0, aleshores com que diam(E,) — 0, existeix ng € N tal que Vn > ng

és sup d(z,y) < e. Llavors per a n,m > ng, m > n, tenim E,, C F,. Per tant,
z,yelbn,

T, T € E,, amb la qual cosa d(z,,z,) < sup d(z,y) <e.
z,yeEbn,

(b) Demostreu que () E, # @. (Pista: Utilitzeu una successié de l'apartat (a) i el
n=1
Lema 2.3.10)

Sol. L’axioma de 'eleccié garanteix l'existéncia d’una successié (z,), complint 1’a-
partat (a). Com que (X, d) és complet per successions, podem definir z € X com el
limit de (x,,),-

Sigui m» > 1 un natural, aleshores z,,, € E, Ym > n. Com que FE, és tancat, pel

Lema 2.3.10, tenim = € E,, i.e. x € (| E,. En particular, la interseccié és no buida.
neN

(¢) Demostreu que existeix = € X tal que () E, = {z}.

n=1

Sol. Només falta veure que x és I'inic element de la interseccid. Suposem que
y € B, Vn € N. Llavors

0 <d(x,y) < sup d(a,b) = diam(E,) — 0
a,beE,,

Per tant, d(z,y) =01z =y.

2.13. Sigui X = (0, 400). Definim

d: X xX —R
1 1

xr —
(z,y) Ty

(a) Demostreu que (X, d) és un espai metric.

Sol.

(1) d(z,y) = 0 & i_é‘ izi

@ o) =[5 -2 = 2 = [ = dty)

(3) d(z,y) = i—é's %—% é—ﬂzd(w,z)—i—d(z,y)
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(b) Proveu que la successié (n), és de Cauchy a (X, d). Es convergent a (X, d)?
Sol.  Sigui ¢ > 0. Com que (1/n),, — 0 a (R,|-|), tenim que existeix ng € N tal
que Vn > ng és |1/n| < e/2. Per a n,m > ng, tenim:

1

n

+-=c

n 1 < € €
m 2 2
Veiem que (n), no és convergent a (X, d). Suposem que n BN xo € (0,400). Ales-

hores d(n, zo) = |+ — = % 0. Pero (1/n), convergeix cap a 0 a (R,|-|). Per la

n o

unicitat del limit, seria 1/x9 = 0, per tant, xy ¢ (0, +00), contradiccid.
(¢) Es la successi6 (1/n), de Cauchy a (X, d)?
. , 11
Sol. No. Perac=1lim=n+1,éd|(——)=n—-—m|l=h-n—-1=1>c
n’'m

(d) Demostreu que si (a,), € X, llavors (a,), convergeix a X si, i només si, convergeix

a (X,d), on d(z,y) = |xr —y| i, en tal cas, els limits coincideixen.
Sol.
n,d ’I’L,l' 1 1 nv"
a, — a € X & d(ay,a) e |— -~ "Moe
a, a

1 5| 1 sl 7d/
@—M—@&HM@@%”—MLEX
an, a

2.14. Sigui B C R un tancat i K C R un compacte. Demostreu que el conjunt B + K :=
{r+y:2¢€ B,y € K} és tancat.

Sol. Sigui (a,), € B+ K tal que lima, = a € R. Pel Lema 2.3.10, sera suficient veure

que a € B+ K.

Per 'axioma de ’eleccié®, podem posar a, = x, + v, amb z,, € Biy, € K Vn € N. Pel
Teorema 2.3.14, existeix una parcial (y,, )x F (yn)n convergent a un cert y € K. Notem
que podem escriure x,, = (z,, + Yn) — Yn = @y — Y. Pel Corol-lari 1.4.11(c), obtenim que
(y)n convergeix cap a a —y. Com que B és tancat, sera a —y € B.

Finalment, a = (a —y) + y,ona—y € Biy € K, com voliem veure.

2.15. Sigui (F,d) un espai metric.

(a) Demostreu que si (z,), C E convergeix cap a x € F, llavors |J {z,} U{z} C E és
neN
compacte.

Sol. Sigui {A;}icr un recobriment per oberts de K := |J {z,} U {z}. Com que
neN
r € K C |J A, tenim que existeix ig € [ tal que x € A;;. A més a més, com que
icl
A;, és obert, existeix 0 > 0 tal que B(x,0) C A,,.

°Dient A, := {(z,y) € Bx K : x +y = a,} i prenent una aplicacié ¢ : N — B x K tal que ¢(n) € A,
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El fet que (z,), — 2 implica que existeix ng € N tal que Vn > ng és d(z,z,) < 6,

ie. x, € B(z,0) C A,

D’altra banda, per a xq,...,2p,—1 € K C |J A; hi ha ko, ..., ky,—1 € I (poden ser
il

repetits) tals que z; € Ay, i =0,...,n9 — 1.

En definitiva, posant J := {kq, ..., kn,_1,00}, és clar que J C I és finit i K C | A;.

icJ
Siguin (£’,d’) un espai metric i f : E — E’ una aplicacié que compleix que per a
tot compacte K C F, és fix continua a K. Demostreu que f és continua a FE.

Sol. Sigui p € E. Si p és un punt aillat, llavors f és trivialment continua a p.

Suposem, doncs, que p és un punt d’acumulacié. Aleshores p és un punt limit i per

la Proposici6 2.1.12 sera suficient veure que lim f(z) = f(p). Pero pel Teorema 2.1.9,
T—p

tindrem prou veient que si (z,), € E \ {p} convergeix cap a p, aleshores (f(z,))n

convergeix cap a f(p).

Per l'apartat (a), el conjunt K = |J {@,} U {p} és compacte i, per hipotesi, fix és
neN

continua. Pero observem que (z,), C K\{p}ip € K'. Tornant a aplicar el Teorema
2.1.9 1 la Proposicié 2.1.12 (ara en sentit invers), obtenim que

flan) = fix(zn) — fix(p) = f(p)

2.16. Proveu el segiient cas particular del Teorema 2.3.14. Sigui K C R un compacte i

(In)n

C K, aleshores existeixen un element z € K i una parcial (z,,)r F (2,), tals

que lilgn Ty, = T.

Sol. Sigui [a,b] tal que K C [a,b]. Podem distingir dos casos:

(1)

{x, : n € N} finit. Aleshores existeix 2 € K pel qual hi ha infinits m € N complint
T, = 2. La construccié de la parcial es pot fer, doncs, a 'estil de I'exercici 1.13..
Definim una successié (ny); estrictament creixent de forma recurrent:

no:=min{n € N:z, =2} ng:=min{n e N:x, =z,n>ng}
Aleshores és evident que (x,, ), convergeix cap a .
{z,, : n € N} infinit. Definim:
Iy = [ag, bo] = [a, D]

L1 = [@nit, bus] == [@atle b)), si[@Ea b,] N {z, : n € N} és infinit
" T [an, %], sl [G”TH)",bn] N{x, : n € N} és finit

La successio (I,), és d’intervals tancats, encaixats i compleix long(1,) —— 0. Pel
Teorema dels intervals encaixats (cf. 1.6.2), existeix = € [a,b] tal que [ I, = {x}.
neN

Construim una successié de naturals (ng ), estrictament creixent de forma recurrent:
no:=min{n € N:xz, € Iy}  ngy :=min{n € N:z, € Iy 1,n > ng}

Notem que z,, € I, per tant, —(by — ax) < x,, —x < by — ag. Per la Regla del
Sandwich, sera li]{;n T, = x. Finalment, com que (z,,)r; € K i K és tancat, ha de

ser x € K.
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2.17. Sigui f : (0,1) — R una funci6é continua i acotada a (0,1). Definim la funcié ¢ :

(0,1) — R donada per g(z) = z(1—z) f(x). Demostreu que g és uniformement continua
a (0,1).

Sol. Com que f és acotada, tenim lin% g(x) = linq g(x) = 0. Definim g : [0, 1] — R per:
T— Tr—r

g

|0, siz e {0,1}
() = { g(x), sixzé¢{0,1}

Notem que g és continua a [0, 1]. Pel Teorema 2.4.5, g sera uniformement continua i, per
tant, g = gj0,1) també ho sera.

2.18. Demostreu que:

(a) f(z) = 2* no és uniformement continua a R.
Sol. Aplicarem la Proposici6 2.4.4 amb z, = \/n iy, = +/n+ 1. Tenim

1 n
-z, =vn+1 — 0,
[y | —Vn= Vntl+yn

pero

(b) f(z) = 1/x és uniformement continua a [1,400) i no ho és a (0, 1).

Sol. Siguie > 0. Triem § := ¢. Llavors per a z,y € [1,400) complint |z—y| < § = ¢,

tenim: | |

1 1 Yy—T ry>1

@) =g = |2 = 1| =B oy <
oyl |yl
. . : : 1 1 _
Per veure que no ho és a (0, 1), és suficient triar z,, :== —, y, = 1 (n>2)i
n n

aplicar la Proposici6 2.4.4:

|:En - yn| =

m‘i)()» |f(zn) = flyn)| = [(=1)[ =10

(c) f(z) = (1+2*) ! és uniformement continua a R.

Sol. Sigui € > 0. Triem § := . Llavors per a x,y € R complint |z —y| < § = ¢,

tenim:
B! 1 | [z +yllr—y
/() f(y)|_‘1+$2 L+y2] (I+y?)(1+ar)
<( i + £l )|x—y|(2|w—y|<€
T\ +2)(1+y?) T+ +y?) -

Itl
1+

1
On a (*) hem utilitzat que 5 Vt € R, ja que t* —2|t] +1 = (]t| — 1)* > 0.
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2.19. Sigui f(z) = sina?, per a z € R. Estudieu la continuitat uniforme de f a R.

2.20.

2.21.

Sol. Definim x,, := v27mn iy, := {/2mn + g Tenim:

2
|Tn — yn| = 27m—|—z—\/27m:L+ 27m§ﬁ
2 2mn + /2 2

|f(zn) = f(ya)| = |sin(27n + 7/2) — sin(2mn)| =1 -0=1

Per tant, la Proposicié 2.4.4 ens afirma que f no convergeix uniformement a R.

z Y

Sigui f : R? — R la funcié definida per f(z,y) = T2 + el Estudieu la conti-
nuitat uniforme de f a R2
Sol. Siguin € > 0i (z,y), (a,b) € R?, aleshores:
Flw) = Fab) = | g Y
Y - a = — —
Y ’ 1+22 1492 14+a2 1402

(*)

x a
1422 1+4+a?

Y b
- S —
1+y 1+ 0?

' ra :x(1+a2)—a(1+x2) _ @ —a)(1 - az)|

1+22 1+4a? (1+22)(1+ a?) (1+22)(1+ a?)
|az|

< (e * ) oo <2 -

|ax]

On a I"iltima desigualtat hem utilitzat que |ax| < T

i, per tant,

1 a® x?

= + <1

2\ +2*)(1+a?)  (1+2°)(1+a?

Tornant a (x), observem que és suficient prendre § := Z.

Sigui f : [0,4+00) — R una funcié uniformement continua a [0, +o00) i g : [0,1] — R
una funcié Riemann integrable a [0, 1]. Demostreu que la funcié

F(x):/o flx+t)g(t)dt

és uniformement continua a [0, 400).

Sol. Si g = 0, el resultat és immediat, perque F' = 0. Suposem que g # 0 i definim

M := sup |g(t)] > 0. Sigui ¢ > 0. Com que f és uniformement continua a [0, +00),
tel0,1]
tenim que existeix ¢ > 0 tal que Vz,y € [0,+00), |[x —y| < és |f(z) — f(y)| < %.
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2.22.

Per a z,y € [0, +00), |x — y| < ¢ tenim:

|F(z) = F(y)| =

/0(f(x+t)—f(y+t))g(t)dt’§/0 [flz+1t) = fly+1)][g(t)|dt
(*) €

AN

< sup (If(+1) = fly+D)]-lg(t)]) < — (sup Ig(t)|> =

te[0,1] M t€[0,1]

On a (%) hem utilitzat que |(z+t)—(y+t)| = |z—y| < 1, per tant, | f(z+t)—f(y+1t)| < %.

Sigui F' C R". Demostreu que la funcié

$=d(-F):R" — R
r+—d(z, F) :=inf{||lx —y|| :y € F}

és continua a R™.

Sol. Demostrarem que ¢ és uniformement continua a F. Sigui € > 0, volem veure que
existeix 6 > 0 tal que Vp,q € R", ||p — ¢|| < J és

|dp, F) — d(g, F)| = | inf [|p — zf| — inf [lg —y[|| <=

Observem que Vo € F' és [|p — z|| < ||p — q|| + ||¢ — =||. Posant un infim a cada banda,
tenim, per 'exercici 1.6.(c), d(p, F) < ||p — q|| + d(q, F).

Per tant, d(p, F) — d(q, F) < ||p — q|| i, invertint els papers de p i q: d(q, F) — d(p, F') <
llp — ¢||. En definitiva, tenim |d(p, F') — d(q, F))| < ||p — ¢||, d’on deduim que és suficient
triar ¢ := ¢.

(a) Sigui K € R™ un conjunt compacte. Demostreu que la funci6 d(-, K') és uniforme-
ment continua.

Sol. Ja ho hem demostrat per qualsevol subconjunt de R".

(b) Sigui f : R® — R una funcié continua i sigui 6 > 0. Definim Ks := {z € R" :
d(x, K) < ¢}. Demostreu que f és uniformement continua a K.

Sol. Sera suficient veure que Kj és compacte, i.e., tancat i acotat.

Notem que ¢~'([0,6]) = {z € R" : 0 > ¢(z) = d(z, F) < 0} = K;. Com que ¢ és
continua a R™ i [0, 0] és tancat, deduim que K és tancat.

Veiem ara que K és acotat. Observem primer que K és acotat (per ser compacte),
és a dir, existeix M > 0 tal que ||y|| < M Yy € K. Sigui xz € Kj, llavors d(z, K) =
;glf( ||z —y|| <0 1ipodem prendre y € K tal que d(z,y) = ||z —y|| < d+1. Aleshores

|zl < llz =yl +llyll < (0 + 1)+ M >0,

com voliem veure.
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2.23. Sigui I € R un interval no trivial complint que totes les funcions continues a I sén
uniformement continues a 1.

(a) Demostreu que I és tancat.

Sol.  Si I no fos tancat, llavors seria de la forma (a,b], [a,b) o bé (a,b) amb
—o0 < a < b < +o0o. En el primer i segon cas, és suficient prendre la funcié

1
flz) = . Per un raonament analeg al de 'exercici 2.18.(b) tindriem que f no
r—a
seria uniformement continua a (a, b] ni a (a, b|.

D’altra banda, pel segon cas es pot escollir f(z) = 2 i, pel mateix raonament,
—

es tindria que f no seria uniformement continua a [a, b).
Pero en qualsevol cas, f és continua, d’on deduim la contradiccié que voliem.

(b) Demostreu que I és acotat.

Sol.  Si I no fos acotat, llavors seria de la forma [a, +00), (—00,a] o bé R. En
qualsevol cas, definim f(x) = 22 (que és continua) i, fent un raonament analeg al de
I'exercici 2.18.(a), tindrem que f no és uniformement continua a R, ni a [a, +00),
ni a (—o0,al. Tornem a obtenir una contradiccié.

2.24. Sigui f : [0,4+00) — R una aplicacié.

(a) Sigui 6 >01i N € N. Per a cada x > 0 amb nd <z < (N + 1)d, comproveu que
N
f(@) = FO)] < Y 1f(kS) = f((k = 1)8)| + | (x) = f(NG)|
k=1

Sol. Per la desigualtat triangular:

N

[f(@) = FO)] = |(f(x) = F(NO) + D f(kd) = f((k —1)6)

k=1

< D 1f (k) = f((k = 1)8)] + |f(x) — F(NO)]

(b) Demostreu que si f és uniformement continua, llavors existeixen A, B > 0 tals que
|f(x)] < A+ Bz per a tot x € [0, +00).

Sol. Com que f és uniformement continua a [0, +00), per a € := 1 existeix pu > 0 tal

que

Vr,y € [0,+00), [z —yl <pés [f(x) = fly) <e=1 (1)
Triem 9 := g, fixem z € [0, +00) i posem N := L%J Aleshores és N <z < (N + 1)0.
A mésamés, perak=1,...,N és:

ko — (k—1)0] =0 < u; [t = NI < (N+1)d—Ns=d<pu (2
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2.25.

2.26.

Per I'apartat (a), tenim:

Mz

|f (x = 1)o)| + |f(z) = F(NJ)]

k=1

()() e=1
(Z >+5—(N+1)5 < §+1
k=1

1
Finalment, només cal observar que |f(z)| < |f(x) — f(0)]+|f(0)] < 5T L+]f(0)].
Triant A := 1+ |f(0)| i B :=1/§ ja hem acabat.’

Deduiu que un polinomi P és uniformement continu a [0, 400) si, i només si, deg P <
1.

Sol. Si P és uniformement continu a [0, +00), aleshores existeixen A, B > 0 tals que
Ip(x)] < A+ Bx Vx € [0,+00). En particular, el grau de P no pot ser major que 1.

Reciprocament, si deg P < 1, podem posar P(x) = A 4 Bz. Sigui € > 0, aleshores

per a x,y € [0,+00) és:

p(z) —p(y)| = [A+ Br — A= By| = |B| - [x — y|

: . €
Per tant, tenim prou triant § := —.

Siguin (£, d) un espai metric, f : E — F una funci6 uniformement continua i (z,), C E

una successié de Cauchy. Demostreu que (f(z,)), C E és també de Cauchy.

Sol. Sigui € > 0. Per hipotesi:

(1) f uniformement continua = 36 > 0 tal que Va,y € E, d(x,y) < d ésd(f(x), f(y)) <e

(2) (z4)n de Cauchy = 3ng € N tal que Yn,m > ng és d(z,, ) < 0
Per tant, per a n,m > ng sera d(z,, ,,) < 0 (per (2)) i d(f(zn), f(zm)) < e (per (1)).

Sigui f : R — R continua. Suposem que existeixen els limits lim f(x) i 115[_1 flz)i
T—r—00 T—r+00

son finits. Demostreu que f és uniformement continua a R.

Sol. Recordem les definicions de limits quan la variable tendeix cap a infinit. Direm que

la funcié f té limit [ € R quan x — +o00o (resp. £ — —o0) si
Ve >0 3dM > 0 tal que Vo > M (resp. < —M) és |f(z) — 1| < e

En aquest cas, escriurem lim f(z) =1 (resp. lim f(z)=1).
r—r+00 T—r—00

Suposem, doncs, que lim f(z) =a € R i liEl f(z) =b e R. Sigui € > 0, aleshores:
T——00 T—>100

(a) My > 1 tal que Vo < —M; és |f(z) —a|] < g

6Cal notar, perd, que aixo funciona precisament perque I'eleccié de § no depen de z.
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2.27.

2.28.

Exercicis resolts

(b) IM5 > 1 tal que Vo > My és | f(z) — b <§

(¢) f és uniformement continua al compacte [—M; — 1, My + 1]: 36" > 0 tal que
Va,y € [=My — 1L, My + 1], |z —y| <& és |f(z) — f(y)| <e

Llavors per a z,y € R, y < x, |x — y| < § := min(1,4") podem distingir casos:

(1) y <@ < M = |f(@) ~ Fo)| < @) —al +|f(y) —a] € /24 /2 =<

2y < My <z <My=y>zx—5>x—12>—M — 1. Per tant, x,y €
[—M; — 1, My + 1] i, per (c), tenim |f(x) — f(y)| < e

(3) My <y <z <MD |f(z)— fly) <e

(4) =My <y< My<zx=2x<y+d<y+1< My+1. Pertant, z,y € [-M;—1, My+1]
i, per (c), tenim |f(z) — f(y)| < e

(5) My <y <= |f(&) = F)] < () = bl + | Fy) —b] € /2 +2/2= 2

En qualsevol cas, és |f(z) — f(y)| < e.

Siguin (X, d), (X', d') espais metrics, f : X — X’ una funcié uniformement continua.
Proveu que si @ # A, B C X compleixen que d(A, B) = 0, llavors d(f(A), f(B)) = 0.
Recordeu que d(A, B) = iAnbf Bd(a, b).

acA,be

Sol. Per hipotesi, tenim:

(1) f uniformement continua = Ve > 0 30 > 0 tal que Va,b € X,d(a,b) < § és

d(f(a), f(b) <e
(2) d(A,B)=0= VY6 >0da € A,bec B tals que d(a,b) < 0

El nostre objectiu és veure que d(f(A), f(B)) = }411bf Bd(f(a), f(b)) = 0. Notem que 0
acA,be

és cota inferior de {d(f(a), f(b)) : a € A,b € B}. Per tant, només falta veure que 0 és la
major de totes les cotes inferiors.

En efecte, si € > 0, (1) ens proporciona un 6 > 0 i, aplicant-lo a (2), obtenim a € A,b € B
complint d(a,b) < §. Per (1), sera d(f(a), f(b)) < €, com voliem.

Un subconjunt C' d’un espai metric (X, d) es diu que és totalment acotat en X quan, per
a cada r > 0, podem recobrir C' per un nombre finit de boles obertes de radi r.

(a) Siguin (E,d)i (F,d') espais metricsi f : E — F una funcié uniformement continua.
Demostreu que si A C F és totalment acotat a E, llavors f(A) C F' és també total-
ment acotat a F.

Sol. Sigui e > 0 volem veure que existeixen B(qi,¢€),...,B(q,,c) C F tals que
f(A) C U B(qk,€). Com que f és uniformement continua, existeix § > 0 tal que

Va,y € E d(:v y) <désd(f(x), fly) <e.
Com que A és totalment acotat per aquest d > 0 tenim que existeixen B(py,0),. ..,

B(pm,d) C E tals que A C U B(pg,9).
Prendrem n := m i ¢, = f(pk) Aleshores per a f(z) € f(A),x € A, existeix
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k=1,...,ntal que x € B(p,9), i.e. d(x,pr) < 0, per tant, d'(f(z), f(pr)) <eiés
f(z) € B(f(p).€) € U B(f(pi), ), com voliem veure.
i=1

Demostreu que a R amb la distancia euclidiana, un subconjunt A C R és totalment
acotat si, 1 només si, A és acotat.

Sol. <: Existeix a > 0 tal que A C (—a,a). Sigui r > 0, definim py, := —a + kr
de de k = 0 fins a k = n amb —a + nr > a. Definint ara By := B(py, ), tenim
A C (—a,a) C |J By.

k=0
=: Provem primer que la unié finita d’acotats és acotada. Si A i B son acotats,
aleshores A C B(p,M) i B C B(q,N) amb p,q € E, M,N > 0. Afirmem que
AUB C B(p,d(p,q) + max{M, N}). En efecte, si x € A és clar i si x € B, llavors

d(z,p) < d(z,q) +d(q,p) <d(p,q) + N < d(p,q) + max{M,N}

n
Ara bé, per induccié és immediat que si Ay, ..., A, son acotats, aleshores | J Ay és
k=1
acotat.

Passem ara a resoldre el problema. Com que A és totalment acotat, per a r = 1
tenim B(py,1),..., B(pn, 1) € R recobrint A. Aquestes boles sén, evidentment, aco-
tades, per tant, la unié també ho sera. Com que A esta inclos a la unié, tindrem,
finalment, que A és acotat.”

"Notem que per aquesta implicacié no és necessari que (E,d) = (R, |- |)
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Exercicis resolts

Capitol 3: Successions i series de funcions

3.1. Sigui f, : (0,4+00) —> R definida per f,(z) := min{n,z~'}.

(a)

Demostreu que (f,), convergeix puntualment a la funcié f : (0,4+o00) — R definida
per f(z) = .

Sol. Per a n € N, tenim:

=<7 T
=, siz>1/n

n, si0l<zx<1l/n
falz) = { /
. L. .
Fixem = € (0,+00). Aleshores per a n > —, tindrem f,(z) = 1/x. Per l'arqui-
x

medineitat, tenim garantida l'existencia d’algun n € N complint-ho. En definitiva,
Vo >0 és lim, 00 fu(z) = 1/2 = f(x).

Es la successié uniformement convergent a [a, +oc),a > 07 I a (0, +00)?

Sol. Com a resposta a la primera pregunta: si. En efecte, si ¢ > 0, per l'ar-
quimedianeitat podem triar ng > 1/a. Aleshores per a n > ng i x € [a,+00) és

1
T > a>— > —, per tant:
Un n

=0<e

o) = f@) = |3 - 2

X

Perd (f,)n no convergeix uniformement en (0, +00). Notem que si (f,), convergis
uniformement, ho faria al seu limit puntual. Per tant, només cal estudiar la con-
vergencia uniforme cap a f.

Podem definir x,, := . Llavors és f,,(z,) = min{n,n+ 1} =n i

n+1
|fu(zn) — fzp)| =n—(n+1)|=1-»0

Ara només cal aplicar la Proposicié 3.2.5.

3.2. Sigui f, : [0,1] — R definida per

(a)

2"x
Julz) = 1+ n2ng2

Estudieu la convergencia puntual de (f,),.

Sol. Per a x = 0, tenim: lirf fo(z) = lim f£,(0) =0.
n—-—+0oo

n—-+o0o

Per a x € (0, 1], tenim:

B 2"y 2"y B 11 g
1 4n2722  n2ma?2  xn

()

Per tant, f, — 0 puntualment.
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Estudieu la convergencia uniforme de (f,,),.

Sol. sup |fu(x) —0(z)| = sup f.(x). Podem calcular aquest tltim suprem utilit-
z€[0,1] z€[0,1]
zant els metodes d’optimitzacié habituals.
) , 2" — 22y ) 1
Tenim f}(r) = ————. Igualant-la a 0, obtenim z,, = Avaluant f,

(1 + n2na?) \/n2n/2
a0, 11z, observem que el maxim s’assoleix a x,, (almenys per a n suficientment
gran). Per tant:

2n/2

Sup (@) = 0(@)| = ful@m) = N

En definitiva, (f,), no convergeix uniformement en [0, 1].

3.3. Sigui f, : [0,1] — R definida per f,(z) = a™.

(a)

(d)

Calculeu per a z € [0,1], f(z) = lim f,,(z).

Sol. Siz =1, llavors lim f,(z) = lim f,(1)=1.

n—-+o00 n—-+o0o

Siz €[0,1), aleshores:

i Fr#) = Ln o" =0

Per tant, (f,), convergeix puntualment a la funcié f : [0,1] — R definida per
f()y=11f(z)=0,siz€l0,1).

Convergeix uniformement la successié (f,), a f en [0,1]7 Ien [0,0) pera 0 < < 17

Sol. (fn)n no convergeix uniformement en [0, 1], perque f no és continua.
D’altra banda, si 6 € (0, 1), tenim

sup |fo(z) — f(z)| = 0" 0,

z€[0,4]

d’on deduim que (f,,), convergeix uniformement a f =0 en [0, d].

Si gn(x) = fu(x)(1 — ), calculeu g(x) = lim g, (z) per a cada x € [0, 1].

Sol. Sixz =1, llavors lim g,(z) = lim g¢,(0) = 0.

n—r—+oo n——+oo

Siz € [0,1), aleshores:

lim g,(z)= lim z"(1—2)=0

n—-+o0o n—-+o0o

Per tant, g : [0,1] — R és definida per g(x) = 0.

Demostreu que (g,), convergeix uniformement a ¢ en [0, 1].
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Sol. Utilitzant els metodes habituals d’optimitzacié , obtenim que g, té maxim
n
absolut a z,,, = ——. Per tant:
n+1

n " n
sup gn(x) = g () = 1—
:ce[ol,)ug() 9n(Tm) (n—l—l)( n—l—l)

—(n+1) —(:-H)

1 1 1
14— ~ et AR
( +—(n+1)) ] (n+1> © Tl

3.4. Per a a € R, considerem la successié de funcions (f), definida per:
fa(@) =n"z(l—2%)" 2z €[0,1]

(a) Calculeu per a x € [0,1], lim f%(z).

n—-+400o

Sol. Siz=0,1, llavors lim f%(x)= lim 0=0.

n—-+o0o n—-+00

Siz € (0,1), aleshores:

: el S E af1 2\ TG a1 _ 2\
nganoofn (x) —ngrfoo:m (I1—z)"=x nkinoon (1 —2%)" =0,

perqué 1 —z? € (0,1) i (a"), amb a > 1 creix més rapidament que (n®), Vo € R.
Per tant, f& -+ 0 per a tot a € R.

(b) Demostreu que (f%), convergeix uniformement en [0, 1] si, i només si, o < 1/2.

Sol. Resolent f%'(x,,) = 0, obtenim z,, = \/ﬁ Avaluant f¢ en 0,1 i z,,, deduim

que assoleix el seu maxim absolut en x,,. Tenim:

1 1\
su (1) = 0(x)| = fri(zy) =n"—F—= |1 —
xe[OI,)l]|fn( ) (@) = fi (zm) on + 1 ( 2n—i—1)

na

1 —(@n+1)] “@nTD _1/2
[ (1 + —) ~ e_nafl/Z
V2n +1 —(2n+1) V2

Aquesta tltima successié convergeix cap a 0 sempre i quan v —1/2 < 0, d’on deduim
que (f,)n convergeix uniformement si, i només si, o < 1/2.

(c) Sigui 0 < p < 1. Per a quins valors d’a convergeix uniformement en [p, 1] la successié

(fi)n?

Sol. Recordem que el maxim de f& en [0, 1] s’assoleix a \/ﬁ No obstant, a partir

d’un cert n sera \/ﬁ < pi, per tant, el maxim de f& en [p, 1] s’Thaura d’assolir a p
o a 1. Avaluant la funci6, deduim que sera a p. Tenim

sup |f(z) — 0(x)] = f;(p) = n%p(1 — p*)" =0

z€[0,1]

sense importar el valor de a. O sigui, (f%), convergeix uniformement en [0, p]

Ya € R.
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3.5. Siguin f, : [0,1] — R complint:

(i)
(i)
(a)

3.6. (a)

Per a tot x € [0, 1], lim f,(x) = 0.

Per a cada n > 1, la funcié f,, és monotona creixent en [0, 1].

Demostreu que (f,), convergeix uniformement a 0 en [0, 1].

Sol. Com que f, és monotona creixent en [0, 1], tenim que sup |fn(x) — 0(z)| és
z€[0,1]

|£,(0)] 0 bé | f.(1)|. En qualsevol cas, per (i), tenim | f,,(0)], | f(1)] —= 0, com voliem.

Es certa lafirmacié anterior si fn:[0,1) = R i es compleixen les mateixes hipotesis
canviant [0, 1] per [0,1)7

Sol. No. Per exemple, f,(z) = z". Si triem z, = /.25 i apliquem la Proposicié
3.2.5, deduim que (f,), no convergeix uniformement en [0, 1).

Donada f: R — R continua, definim

Demostreu que g, — f.

Sol. Siguin e > 01z € R, aleshores existeix 0 > 0 tal que V¢ € R complint |t —z| < §
és |f(t) — f(x)| < e. A més a més, com que (1/n), — 0, existeix ny € N tal que
Yn > ng és % < 6. Llavors per a n > ng, tenim:

/x + F(t)dt — / + F@)dt

s ®)n [T n 2
<o [0 - sy [ =t

lgn(z) = f(2)| = 5

On a (x) hem utilitzat que |f(t) — f(x)| < ¢, jaque t € [:1: — %,x + %] i, per tant,

t—z] < L <4

Si f(z) = e, demostreu que per a tot a € R, g, = f en (—o0, a.

Sol.
n z+2
wp |ga(x) ~ f() = swp © / (e — e)dt| =
2€(—00,a] z€(—00,a] xfi
2 L2 .
= sup Llettn — et w = Zet| = Detlen —ew — 2| 0,
x€(—00,a] n 2 n

) . 61/"—6*1/"—2/71
a que hm =
Jaq n——+00 2/n
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Exercicis resolts

3.7. Peran>11if,geC([-n,n]), definim:

dn(f,9) = sup |f(z) — g(x)]

z€[—n,n]

(a) Demostreu que d,, és una distancia en C([—n,n]), pero no ho és en C(R).

Sol. Comprovem les propietats de la Definicié 2.1.1. Siguin f,g,h € C([—n,n]),

lavors:
(1) du(fi9) =0« S [f(z) —g(z)] =0 f(z) =g(z)Vz € [-n,n] & f=yg
(2) du(f,9) = Jw |f(x) — g(z)| = o |9(x) = f(@)] = dulyg, [)
(3) dn(f,9) = S f(z) — g(z)| < . (If(z) = h(z)] + [h(z) — g(z)]) <
< S |f (@) = h(z)] + o |h(z) — g(x)| = du(f, h) + dn(h, g)

d, no és una distancia en C(R), perque no es compleix la propietat (1). En efecte,
podem definir f, : R — R per

0, six € [—n,n]
|z| —n, sixzé¢|[—n,n]

fn<x) = {
i tenim f,, € C(R), d,(fn,0) =0, pero f, # 0.

(b) Per a f,g € C(R), definim:

1 du(f.9)

; _ L @al,9)
(f)g) — 2"1+dn(f’g)

(i) Demostreu que d és una distancia en C(R).

> 1
Sol. Notem que tots els termes de la seérie sén positius i d(f, g) < Z . on =

+o00o. Per tant, d(f,g) convergeix.
Tornem a comprovar les propietats de la Definici6 2.1.1. Siguin f, g, h € C(R),

llavors:
1 d.(f 9)

en[—n,n]VnEN@f—genR

&1 dufg) 2 1 du(g, f)
2) d(f’g)_n:12”1+dn(f,g) 22 1+ da(g, f) 4. 1)
(3) Notem que la funcié b(t) := 1it =1- T+ 1 és creixent a [0, 4+00). Per
tant:
Ry 1 du(f,h) +du(h,g)
W)=Y T < L m T a0 i

||M8 HMS

1 W (f, ) dn(h, g)
2_(1+d (f 1) + d, (%, +1+d F.h) + d, (h,g))

IN

9
S TR T S BT g = U o)
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(i) Sigui (f;); una successié de funcions de C(R). Demostreu que f; SN f en

(C(R),d) si, i només si, f; = f en tot compacte K C R.

Sol. =-: Sera suficient veure-ho en els compactes de la forma K, :=

que tot compacte de R esta contingut en algun K.

per tant, existeix jo € N tal que Vj > jo és d(fj, f) = >

En particular, Q_H—c(lf—](jf;f,)ﬁ

(1+d.(f;, f))lL—i—s Aillant la distancia, obtenim d,,(f;, f) < e.

=1 28 14 di(f5, f)
< &) o sigui, du(fs, f) < 2°(1 + du(f;, )€

1
Fixem, doncs, n > 1, K,, = [-n,n| i e > 0. Observem que ¢’ := —
2n1+4¢

<e€.

[—n,n], ja

> 0,

/

Aixo demostra que d,,(f;, f) = sup |f;(z) — f(x)] 0. Per tant, fi= fen

z€[—n,n|
[—n, n], com voliem veure.

o

1
<: Sigui € > 0, aleshores existeix nyg € N tal que ) < , ja que la cua

n=ng+1 2n 2

de tota serie convergent té limit 0 (cf. resolucié de 'exercici 2.7.).
D’altra banda, per a n = 1,...,n¢ tenim f; =% f en [—n,n|. Per tant, per a

€
cada n = 1,...,ng existeix j, € N tal que Vj > j, és d,.(f;, f) < —.
n

Jo := max{ji,...,jn}. Aleshores per a j > j, és:

= f,>_“°1 Und) &1
WD) = 2 5T a( ) 2”1+d]f], Z T

n=

no o0
N D Y W
n=1 nno+1

Aixd demostra que d(f;, f) == 0, és a dir, f; = f en (C(R),d).

3.8. Per an € N, sigui f, : R — R la funci6 definida per

ry/n

1+ na?

fa(z) =
(a) Calculeu el limit puntual de la successié (fy,)n.

Sol. Si z =0, llavors lim f,(z) = lim 0=0.

n——+0o0o n—-+00
Si x # 0, aleshores:
lim f,(z) = li L =0
’rz—l>r—|I—1oonx_‘r n—1>r—|I-100__|_\/_x2_

Per tant, f, — 0 puntualment.

(b) Estudieu la convergencia uniforme de la successié (f,), en R.

3

Triem

f]vf)
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1 — nz?

Sol. Tenim f!(z) = \/ﬁm’

a [\/iﬁ, +00). Per tant:

) . . 1 . .
d’on deduim que f, creix a (—oo, 7] 1 decreix

pl 1) =000 =gl " s 0= 5 (75) =5 0

z€[0,400)

Per tant, (f,), no convergeix uniformement en R.

Estudieu la convergencia uniforme de la successié (f,), en R\ (—a,a), a > 0.

Sol. Si triem ny € N tal que - < a, aleshores per a n > ng, tenim:
no

fn senar

sup  |fu(z) = 0(z)| = sup |fulz)] " =" sup fu(x)
z€R\(—a,a) z€R\(—a,a) z€la,+00)
1 n
—fl)=a-—— "y
fala) =a I/

Per tant, f, = 0 en R\ (—a,a).

Estudieu la convergencia puntual de la serie Y 2 f3 en R.

Sol. Si x = 0, la serie convergeix trivialment. Si x # 0, aleshores, pel 2n criteri de
comparacié de series (cf. Teorema 4.1.5), tenim:

S I fula)?] = Z%%
n=1 =1

On aquesta tltima convergeix perque 3/2 > 1. Com que la convergencia absoluta
implica la convergencia, tenim que Y - | f3 convergeix puntualment.

1+n:)32

Estudieu la convergéncia uniforme de la serie Y >~ | f2 en R.

Sol. Es suficient observar que:

N—-1
fn senar
M :=sup fn fn 3 = sup fn > sup f x?’
N zeR Z ; zeR Z :cE[O,+oo)| N< ) ‘

B 13_10
—”<7ﬁ)—é>

Per tant, lim My > 1 s > 0 (en cas que existeixi) i Y, f7 no convergeix unifor-
N—r+o00 -

mement en R.

Estudieu la convergencia uniforme de la serie Y oo | f2 en [a,b], on 0 < a < b < .

Sol.  Aplicarem el criteri M de Weierstrass (cf. Corol-lari 3.2.10). Per aix0, sera

[ee]
suficient veure que la série numerica Y, sup |f.(x)3| és convergent. Per a ny € N
n=1 z€[a,b]
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suficientment gran, tindrem —= < a ¥n > ny. Per tant:

vn
o0 00 o0 3 o0
ay/n 1 -3/2
STAIACEED SFATIED DY Cvicsy IV i
r;o z€|a,b r;o n:zno 1+ na? a’ r;()

On aquesta dltima convergeix perque —3/2 < —1.

—nx

3.9. Estudieu la convergencia uniforme de la serie ) o [1, 4+00).
n=1 nx
—nT 2 2
Sol. Diem f,(z) = 1ni — Aleshores f](x) = —n2em<11—2i)2 < 0Vz € [l,400). Per
tant:

[e.e]

IR WALE s W S S i (3

n=1 *€[l,+00 n=1 n=1

On aquesta dltima és una serie geometrica de ra6 1/e € (—1,1), en particular, convergent
(cf. Lema 4.1.10). Pel 1r criteri de comparaci6 de series (cf. Teorema 4.1.4), tenim que

o

la série numerica > sup |f.(z)| convergeix. Finalment, pel criteri M de Weierstrass,
n=1xz€(l,4+00)

—nx

ne

o
obtenim que la série de funcions

convergeix uniformement en [1, +00).
=1 1+ nx

3.10. Siguin (F,d), (F,d') espais metrics i (f,), una successié de funcions (amb f, : E — F)
uniformement convergent en E cap a una funcié f : £ — F.

(a) Demostreu que si per a tot n € N, (f,,), és uniformement continua en F, llavors f
¢és uniformement continua en E.

Sol.  Sigui € > 0. Aleshores:

(1) fu=f=3ngeNtal que Vn >nyiVe € E és d(f.(x), f(x)) <e/3.
(2) fn, és uniformement continua = 3§ > 0 tal que Vz,y € E, d(z,y) < 6 és

d'(fuy (%), [y (y)) < €/3.

Per a aquest mateix § > 01 z,y € E complint d(z,y) < ¢, tenim:

(@), F@)) < A @), ful@)) + d(Fale), ) +d uly) S@) < 5+ 5+ 5 =¢

(b) Demostreu que si g : F' — R és uniformement continua en F, llavors (g o f,,), con-
vergeix uniformement en F cap a una funcié h: £ — R.

Sol. Veurem que go f, = h=go f. Sigui € > 0, aleshores:

(1) g és uniformement continua = 36 > 0 tal que Vz,t € F, d'(z,t) < § és
l9(2) —g(t)] <e.
(2) fu=f=3ngeNtal que Vn > ngiVx € E és d'(f.(x), f(x)) <.

Per tant, per an > ngix € E, tenim d'(f,(x), f(z)) < d (per (2)) i posant z = f,,(x)
it= f(x)a (1), obtenim finalment:

[(go fu)(x) = (g0 (@) = |g(fulz)) — g(f(2))] = [9(2) — g(t)| < e



102 Exercicis resolts

3.11. Sigui a > 01 (f,)n la successi6 de funcions definides per

folr) = (1+m:)°‘

n + x?

(a) Estudieu la convergencia puntual de (f,,), en [0, 400).

1
Sol. Posem h,(z) = i " Perax > 0, tenim:
n+ a2

1 Lyg n
hn(x) = AL —
n + 2 1+9;—2

Per tant, lim f,(z) = x* =: f(x).

n—-+o0o

(b) Estudieu la convergencia uniforme de (f,), en [0, 1].

Sol. Notem que per a tot x € [0, 1] és:

1—a3

n 4+ x2

1 1
ho(x) — x| = < -
() = ] “n+a22 " n

Per tant: )
0< M, := sup |hp(z) —2| <~ -50
z€[0,1] n
Per la Regla del Sandwich, tindrem M, — 0, és a dir, (h,), convergeix uniforme-
ment cap a h(x) = .
Notem que les funcions h,, sén continues a [0, 1], per tant, també sén uniformement
continues en aquest interval. A més a més, per a = € [0,1] és:

1
0< o) = 5 = 20 <
n—+x -1-%

Per tant, h,([0,1]) € [0,2] i la funcié g(x) = z és continua a [0,2]. En particular,
també sera uniformement continua a [0, 2].

Per I'exercici 3.10.(b), tindrem que (g o hy,), = (fn)n convergeix uniformement en
Ecapagoh=f.

3.12. Siguin a,b,c,d € R tals que a < b, ¢ < d, f : [a,b] X [¢,d] — R una funcié continua en
la,b] X [¢,d] i (z,)n C [a,b] una successié convergent.

(a) Per a cada enter n > 1 considerem la funci6 f, : [¢,d] — R definida per f,(t) =
f(zn,t). Demostreu que la successio (f,,), convergeix uniformement en [c, d].

Sol. Posem z( := limz,. Com que (z,), C la,b] i [a,b] és tancat, ha de ser

o € la,b]. A més z:més, notem que [a,b] X [c,d] és compacte, per tant, f és

uniformement continua. Per tot aixo, tenim:

(1) Ve > 0 36 > 0 tal que Y(x,y), (2,t) € [a,b] X [¢,d] complint d((x,y), (z,t)) <6
és | f(z,y) = f(z1)] <e

(2) VY6 >0 3ng € N tal que Yn > ng és |z, — xo| < 0.
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Provarem que (f,), convergeix uniformement a h : [¢,d] — R definida per h(t) =

f(on, t)

Sigui € > 0, prenem el 6 > 0 donat per (1) i el ng € N donat per (2). Aleshores per
amn > ngés |, —xo| <J. En particular, d((x,,t), (zo,t)) = |z, — x| < I Vt € [c,d].
Per tant:

Fult) = hE)| = [ F@nt) — Flao,t)] €

(b) Per a cada enter n > 1 considerem la funcié g, : [0, 1] — R definida per

Zlog(l+t/n), t>0
= t )
gn(t) { 1, t=0

Demostreu que la successi6 (gy), convergeix uniformement en [0, 1], perd no ho fa
en [0, 00).

Sol. Definim la funcié G : [0, 1] x [0,1] — R per

Llog(1+xt), a2t >0
— xt Y
Gl,t) = { 1, xt =0

Aquesta és continua perque la funcié g : [0,1] — R definida per

tlog(1+1t), t>0
_ t )
g(t)_{ 1, t=0

és continua.
Notem que (1/n), C [0,1] i g,(t) = G (%,t). Per (a), tenim g, =% G(0,-) = 1.

Triem ¢,, := n. Aleshores:

|gn(tn> - g(tn>| = |gn(n) - 1| = |10g2 — 1| —- ()

Per la Proposici6 3.2.5, tenim que (g,), no convergeix uniformement en [0, 4+00).

3.13. Siguin (X,d,), (Y,d,) espais metrics, £ C X, f,f, : E — Y tals que f, =% f. Sigui
també ¥ € E i suposem que f és continua a x. Aleshores V(z,,), C F tal que (x,), — ,

és (ful@n))n — f(2).

Sol. Per hipotesi:

(1) fo =2 f=Ve>03dn; e Ntal que Vn >ny iVy € E és dy(fn(y), f(y)) <e/2

(2) f continua a z = Ve > 0 39 > 0 tal que si d.(x,y) < 6 amb y € E, aleshores
dy(f(2), f(y)) <e/2.

(3) (p)n —= = ¥d >0 3ny € N tal que Vn > ny és d,(z,, ) < 6.

Sigui € > 0, triem el ny € N donat per (1), el 6 > 0 donat per (2) i el ny € N donat per
(3). Aleshores per a n > ng := max{ni, nq}, tenim:

dy(fn(n), f(2)) < dy(fu(wn), f(2n) + dy(f(2n), f(2)) <
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3.14. Calculeu

3.15. Sigui f,, : [—1,1] :— R, n > 1 la successié de funcions definida per f,(z) = e’ .

3.16. Sigui g, : [1,3] :— R, n > 1 la successi6 de funcions definida per f,(x) =

_ cosnx
lim
x—0 — n2 —1
CcoS Nx CcOS NI 1
Sol. Posem f,(z) = . Notem que sup |f,(z)|= sup | | = i que
n? —1 z€[—m,7] z€[—m,m] n?—1 n?—1

00 1 00
la serie numerica ) — ~ > —; convergeix. Per tant, pel criteri M de Weierstrass,
n=2T" — 1 n=2 T
. N . [e'e) . .
deduim que la serie de funcions ), f,, convergeix uniformement.

Pel Teorema 3.3.3, tenim:

D S =2 B 0= 5y =52 Ty
n=2 n= n=2 n=

2 =
R SRR T
2 NN TNx1)

N

(a) Estudieu la convergencia puntual i uniforme de la successié (f,), en [—1,1].

Sol. Per a x € [—1,1], tenim

»

li — I =V =1
ol Frlo) = B e =e

Per tant, (f,), convergeix puntualment a f(x) = 1.
Notem que |f,(x) — f(z)|=lew — 1| =en —1=: g,(x).
2

Derivant: ¢/, () = Zew = g, decreix a [—1,0] i creix a [0, 1]. Per tant:

n

sup |fu(z) — f(2)] = sup gu(z) = gu(1) = gu(—1) =€'/" =150
ze[—1,1] ze[—1,1]

O sigui, (f,), convergeix uniformement a f = 1.

(b) Calculeu

1962

lim endx
n——+00 1

Sol. Pel Teorema 3.5.7, tenim:

1 22 1 22 1
lim e7d:(::/ lim egdx:/ dr =2

n—+oo | 1 1 n—-+0o 1

nx? +3
3+ nx

(a) Estudieu la convergencia puntual i uniforme de la successié (f,), en [1,3].

Sol. Per a z € [1, 3], tenim

3
_ . nz*+3 A
lim f,(z) = lim = lim L= — =g
n—+00 n—+oo 13 + nx n—+oo gy 4 £ X
n
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Per tant, (f,), convergeix puntualment a f(x) := x.
Per a n > 27, tenim:

na® + 3 33—z
sup |fn(x)—f(x)| = sup — x| = sup
:ce[l,?)]‘ @)=1e) velLy] |27 + nw re(13) | 20 — N
() 343 ,
< i — 0

—n—-27

On a () hem utilitzat que nz — 23 > n — 27.
En definitiva, (f,,), convergeix uniformement a f.
(b) Calculeu
_ na? +3
lim
n—+oo [; X3 4+ nx

dx

Sol. Pel Teorema 3.5.7, tenim:

. 9 1
nkffw/ Inlz d”“"—/f dm—/lxd“f—é—r

3.17. Sigui f : [0,1] — R una funci6 continua i sigui g, : [0, 1] — R definida per g,(x) = f(2").

Demostreu que
1

lim [ gn(z)dz = f(0)

n—-+o0o 0

Sol. Fixem ¢ > 0. Tenim

1 1

gu()dz — f<o>] | [ () - £

— [ = e+ [ 1) - F0)d
/ [

El nostre objectiu és demostrar que existeix nyg € N tal que Vn > ng és A,, < €. Per fer-ho,

triarem un bon p € (0,1) i acotarem per £ els anteriors dos sumands, que anomenarem

2
B, i C,, respectivament.

A, =

/ ) — F(0)|d

Com que [0, 1] és compacte, f([0,1]) també ho és i, en particular, f és acotada. Posem
M := sup |f(z)| € R. Llavors |f(z™) — f(0)] < |f(z™)| + |f(0)] < 2M Vx € [0,1].

z€[0,1]
Per tant, C, < 2M(1 — p). Triant max <0 1-— &) < p < 1, tenim C,, < /2, com
voliem.

D’altra banda, com que [0, 1] és compacte, f és uniformement continua. Per tant, existeix
d > 0 tal que Vz,t € [0,1] complint |z —t| < § és |f(z) — f(t)] < g/2.

Com que (p"), —5 0, tenim que existeix ng € N tal que Vn > ng és p* < §. Aleshores
per ax € [0,p] i n > ng, tenim:

0<a"<p'<d=|2"—-0|<d=|f(z")— f(0)] <e/2

9 9
Per tant, B, < =p < —=.
er tant, 2p 5

. , € € ,
En definitiva, per an > ng, és A, < B, + C,, < 3 + 3= g, com voliem veure.
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" convergeix uniformement en [h, +00).
n=1

Si f(z) denota la suma, calculeu, per a cada h < a < b, el valor de f; f(z)dz.

Sol. Posem f,(x) = ne™"*. Aleshores f/(x) = —n?e ™™ < 0, per tant, sup |fn(7)| =
z€[h,+00)

sup  fn(z) = fu(h) = ne ™" i tenim:
z€[h,+00)

[e.9]

sup )Ifn(w)| => ne
n=1

o z€[h,+o00

La convergencia d’aquesta serie la podem justificar pel 2n criteri de comparacié. En efec-

—nh 3 00
. ne .on C :
te, im —— = lim — =01 laserie Y, — convergeix.
n—+oo 1/n2 n—+oo e”h nel 2

(o]
En definitiva, pel criteri M de Weierstrass, deduim que la serie de funcions » f,, conver-

n=1
geix uniformement.
Pel Corol-lari 3.5.8, tenim:
b b o [e'¢) b 00
/ f(z)de = Z e "dr = Z/ ne "dr = Z(e“m — e
a @ p=1 n=1v¢ n=1
() e e ? 1 1

T 1_e0 1—ebt er—1 eb—1

On a (*) hem utilitzat la suma de seéries geometriques (cf. Lema 4.1.10) tenint en compte
que e % e’ € (—1,1).
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Capitol 4: Series de potencies

4.1. Estudieu la convergencia i calculeu la suma en el corresponent domini de convergencia de
les seglients potencies:

(a) Do "

o0 o0
Sol. > 2" = > a,z", amb a, = 1.
n=1 n=1

1 1
R = — = - = 1
limsup /1 1
A més a més, per a x = —1, 1, la serie divergeix. Per tant:

(1) Per ar € (0,1), la serie convergeix uniformement i absolutament en [—r, 7].
(2) Per a |z| > 1, la serie divergeix.
(3) El domini de convergencia és (—1,1).

Pel Lema 4.1.10, si « € (=1, 1), llavors > a" = N T
n=1 — T
(b) 3o %
0 (L’n 00
Sol. > — = > ayz™, amb a, =1/n
n=1 N n=1
1 1
R= T —=-=1
1mnsup v
Per a z =1, la serie és > —, que divergeix.
n=1
> 1
Per a o = —1, la série és > (—1)"—, que convergeix pel criteri de Leibniz (cf.
n=1 n

Corol-lari 3.6.2). Per tant:

(1) Per ar € (0,1), la serie convergeix uniformement en [—1,7] (Teorema d’Abel)
(2) Per a |z| > 1,2 # —1, la serie divergeix.
(3) El domini de convergencia és [—1,1).

Anomenem f a la funcié suma puntual. Tenim que f és derivable a (—1,1) i

f/(x)zzxnflzzxn: 1

11—z
Notem que f’ és continua a (—1,1). Per la Regla de Barrow, tenim:

fla) = fe) = $0) = [ Fat= [ [T = —log1-2)  peraze(-1)

Finalment, pel Corol-lari 4.2.9 f és continua a —1 i, per tant:

f(=1) = lim f(z)= lim —log(l —z)= —log2

r——1 z——1

En definitiva, f(z) = —log(l — z), per a x € [—1,1).
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(c) Yoty (n+1)a"

Sol. > (n+1)a™ = > ay,z", amb a, = (n+ 1). Notem que
n=1

n=1

1 n41

lim Vn+1=Ilim(n+ )= ~» =1,

o0 sigui:
1 1
R p— N = — = 1
limsupv/n+1 1
Observem que per a x = —1,1, la serie divergeix. Per tant:

(1) Per ar € (0,1), la série convergeix uniformement i absolutament en [—r,].
(2) Per a |z| > 1, la serie divergeix.
(3) El domini de convergencia és (—1,1).

[e.9]

Anomenem f a la funcié suma puntual i fixem = € (—1,1). Com que > (n + 1)t"
n=1
convergeix uniformement en [0, z] (o [z, 0]), tenim:

F(z) = / F(t)dt = / > (n+1)tndt = Z/ (n+ 1)t"dt
0 0 n=1 n=1"0
=2 A=) 2=
n=1 n=2
Finalment, com que f és continua, pel Teorema Fonamental de Calcul, tenim:

!
x? ) 2r — z2

= perax € (—1,1)

1—x (1 —x)?

o) =Flo) = (

4.2. Estudieu la convergencia i calculeu la suma en el corresponent domini de convergencia de

la segiient serie de potencies:

0 l.nJrl
; n(n+1)
Sol. 3 o P—— 3 ana™, amb ! > 2. Not
ol. —_— = —_— = anx™, amb a, = ———,n > 2. Notem que
n=1 n(n + ].) n=2 n(n - 1) n=2 n(n — 1) q
1 1 1
lim {/|a,| = lim ———— = lim — = =1,
o sigui:
1 1

Observem que

- 1 =1
———~ Y — < +00
P v Dt
= n=2
Per tant, per a x = —1,1 la serie és absolutament convergent i, pel Teorema d’Abel,
0 flfn
tenim que ) convergeix uniformement i absolutament en [—1, 1].

n=en(n—1)
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Anomenem f a la funcié suma puntual de la serie. f és derivable a (—1,1) 1 f'(z) =

:io: :)—1og(1—x).

Com que f’ és continua a (—1,1), per a x € (—1,1), podem aplicar la Regla de Barrow:

f@) = f !/f /l%ﬂ—ﬂﬁ:ﬂ—mﬂgﬂ—@+x
Pel Corol-lari 4.2.9, tenim que f és continua a [—1, 1], per tant:

1 1— Opita
f(1) =lim f(z) =lim(1 —z)log(l—2)+z =1+ hmw Hopital
r—1 z—1 —

r—1

1

x

f(=1) = lim f(z)= lim (1—:17)10g(1—:z)—|—$—210g2—1

r——1 rz——1

(1—2)log(l—z)+xz, xe€[-1,1)

En definitiva, f(z) = { ) 1

4.3. (a) Estudieu la convergencia puntual i uniforme de la segiient seérie de poteéncies:

> ()

n=1

Estudieu la convergencia en els extrems del domini de convergencia.

> n+1 > n+1 & n+1
Sol. ( ) — n— S 2", amb a, — .
0 Z 3 n;l o T n;la 2™, amb a o
Notem que
1 n41
. an+11 . (n+ D)1 1
lim — =lim—5——— = —|
n n 3" n nn 3 3
o sigui:
B 1 1 5
limsup ¢/]a,] 1/3
A més a més, observem que la serie divergeix per a z = —3,3. Per tant:

(1) Per ar € (0,3), la série convergeix uniformement i absolutament en [—r,].
(2) Per a |z| > 3, la seérie divergeix.

(3) El domini de convergencia és (—3, 3).
(b) Trobeu la suma de la serie.

Sol. Anomenem f a la funcié suma puntual de la serie. Aleshores, per a xz € (-3, 3),
és:

@) =2 Y S () O e (1= 1)

n=1 n=1 n=1

On a (%) hem utilitzat els apartats (a) i (b) de I'exercici 4.1.
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& 1
(¢) Quin és el valor de ) nt ?
n=1 n9n
Sol.

—~n+1 (1\ 1/3 1\ 1 8
z; ngn _f(ﬁ)_3—1/3_1°g(1_§)_§_10g(§>

n—=

4.4. (a) Demostreu que el radi de convergencia de la segiient serie de poteéncies és 1:

[es)
x2n+1

>
— (2n+1)(2n —1)
00 xQTH-l IS
Sol. 1" = apmx™, amb
nz::l< ) (2n+1)(2n—1) mZ::l
0 — %, si m és senar, amb m = 2n + 1
" 0, si m és parell
Notem que
: . 1 1
limsup %/|a;,| = lim - —— = =1,
m no(2n4 1) (20 — 1)zt 101
o sigui:
limsup R/|an|
(b) Demostreu que la suma de la serie és la funci6 f : [—1,1] — R definida per
z 2
f(x) == — =(z° + 1) arctanx
2 2
Sol. Per a x = —1,1, tenim

Z|ammm|_2(2n+1 2n — 1) Z

Per tant, pel Teorema d’Abel, tenim que la série de poténcies > a,,z™ convergeix
m=1
uniformement i absolutament en [—1,1].

Anomenem f a la funcié suma puntual. Tenim que f és derivable a (—1,1) i

Py =3 = e Y = gla) ()

2n—1

o0
La serie de poténcies Y (—1)" té també radi de convergencia R’ = 1, per

n=1 2n —1
tant, g és derivable a (—1,1) i

’ o ’I’L 2n— 2 TL —£E2€L—1,1) ].
g@)=2 (=) I

n=1 =0




Capitol 4: Séries de poténcies 111

Com que ¢’ és continua a (—1, 1), per la Regla de Barrow, tenim:

g(x) =g(z) —g(0) = /Ox g'(t)dt = /055 -1 dt = —arctanz perax € (—1,1)

1+ t?
Substituint a (x), obtenim f’(x) = —z arctanx, que és continua. Finalment, per a
re(—1,1):
xr T 1
f(l') = f(ff) - f(O) = / f/(t)dt = / (—t arctant)dt — g _ 5(1‘2 + 1) arctan o
0 0
Pel Corol-lari 4.2.9, f és continua a [—1,1]. Per tant:
; —1 -1
f(=1) = xlgl_llf(%) =5 arctan(—1) = 5 + 1
. 1 1 7
f(1) = il_{q flz) = 5 arctan(l) = 571

En definitiva, f(z) =

(% + 1) arctanz Vz € [—1,1].

|8
N | —

(¢) Demostreu que

1« (-1
% T2 n; 4(712 —) 1
Sol.
= (—1)" 1
;4(712—)1 :f(l)zé_%
4.5. (a) Estudieu la convergencia de la serie:
Sy
e (n+1)(n+2)

Estudieu la convergencia en els extrems del domini de convergencia.

Sol.

. na™t - n—1 .

-1 n+1 — B g anl,n’
;( ) (n+1)(n+2) ;( ) n(n+1) ;
n—1 .. .
amb a, = (—1)"————. De forma semblant als exercicis anteriors, es veu que
n(n+1)

lim {/|a,| = 11, per tant, R = 1. Per a z = 1 la serie convergeix pel criteri de
Leibniz.
Per a x = —1, la serie és de 'ordre de ZZOZQ% i divergeix. Pel Teorema d’Abel,

o0
tindrem que Y a,z" convergeix uniformement en [—r, 1] ¥r € (0, 1).
n=2
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(b) Si f denota la seva suma, demostreu que per a cada |z| < 1 és

) 2131/ .T2
x -ft)ydt =log(l+z) —z+ —
o1 2

Sol. f és derivable a (—1,1) i

Per tant, si t # 0, tenim:

Notem, pero, que g pot estar definida i ser continua a (—1,1) (el seu radi de con-
vergencia és 1), per tant, la discontinu'l'tat de f'(t)/t at =0 és evitable i podem

pensar la integral impropia fo ® 4t com una de Riemann igual a G(z = 5 9l
(o]
Per a z € (—1,1), tenim que la série } (—1)"2#""? convergeix uniformement en

n=2

[0,2] (o [z,0]). Per tant, pel Corol-lari 3.5.8:

o0

o= / )i = Z/ n—l—ltn dt _;E"L_i):xn_l

En definitiva, per a z € (—1,1), és

IR G TR N G MR )
B Z n+1 T Z n+1 Z n
n=2 n=2 n=3
—7)2 _ 2
(—*)—[—log(x+1)—(;) —Tm}—log(x—i-l)—i-%—x

On a (%) hem utilitzat que l'exercici 4.1.(b).

4.6. Estudieu la convergencia i calculeu la suma en el corresponent domini de convergencia de

la serie de potencies:

n:04n
Calculeu el valor de 5> —
alculeu €l valor ae —_—.
2 (a4 1)

oo pdn 00 0, m ¢4z
Sol. = > ana™, amb a,, = ’
o Sy S amban={ 1T
Notem que
limsup %{/|a,,| = lim ¥ ;:lim ! T — 1
m n dn +1 n(4n 4 1)TF 4

Per tant, R = 1. A més a més, si |z| = 1, la serie és de Pordre de > 7

ne0) 4 , que divergeix.
Es compleix, doncs:
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(1) Per ar € (0,1), la serie convergeix uniformement i absolutament en [—r,7].
(2) Per a |z| > 1, la seérie divergeix.
(3) El domini de convergencia és (—1,1).
Anomenem f a la funci6 suma puntual. Aleshores:
4n+1

9(z) 2:4n+1

n=0

Aquesta serie de potencies té el mateix radi de convergencia que 'anterior i, per tant, és
derivable a (—1,1) i

S () - () i
1—x4_2 1—22 1+4+22) 4\1l—-2 14z 21 + 22

Com que ¢’ és continua, podem aplicar la Regla de Barrow. Sigui z € (—1, 1), aleshores:

x 1 1 1
g(x) =g(xz) —g(0) = / g (t)dt = ~1 log(1 —x) + 1 log(1+ ) + 5 arctan x
0

fla) = { ﬁ[—log(l — ) +log(l + )+ 2arctanz|, = #0

1, x=0
Per acabar
> 1 1 1 1 3 1 1
nzzom:f(ﬁ):§|:—10g§+10g§+281'0t811§ :log\/§+arctan§

© n?—n-—3
4.7. Sigui —a".
1gu1nz::1 =1 Z

(a) Estudieu la convergencia puntual i uniforme de la serie.

2
—n-3
Sol. Z 1 m = Z a,x", amb a, = % Tenim:
% log(n?—n—3) 0
n mo(n w1

Per tant, el radi de convergencia és R = 1. Notem que la serie divergeix per a
x = —1,1. En definitiva:

(1) Per ar € (0,1), la serie convergeix uniformement i absolutament en [—r,7].

(2) Per a |z| > 1, la serie divergeix.

(3) El domini de convergencia és (—1,1).
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(b) Calculeu la suma de la seérie de poteéncies en el seu domini.

Sol. Siz e (—1,1),z # 0, llavors:

z;nnfl _Zn n+1n Zn—l <N
n= n=1 n=

—inJr )" —QZZL' —Z( nil)xn

:Zn+1x —3Zx __Zn+1

:Z(n—l—l)x”—?)Zx”— ;Z%
n=1 n=1 n=2

() 22 — 22 T 1
= (1—x)2_31—x+510g(1_$)+1

8 |

On a (%) hem utilitzat tots els apartats de 'exercici 4.1.. Per tant:

s 2 — 12 1

n2—n—3 Tt 3t i Clog(l—a)+1, 2£0
E Tl’ = (1 —x)? l—z =z
et 0, =0

1
. L. & cos"p
4.8. Considerem la serie Y, ———
n=0 n+ 1

(a) Estudieu la convergeéncia puntual en [0, Z].

Sol. Per axz =0, és cosx =11 laserie > divergeix. Perd per a x € (0,7/2],

n=0T 1
o0 ’I’L+1
és cosx € [0,1) i, com que la serie de potencies > té radi de convergencia 1
n=0 T
> cos" M
(cf. exercici 4.1.(b)), tenim que Tl convergeix.

n=0 T 1

(b) Estudieu la convergencia uniforme en [a, 2], a > 0.

Sol.  Aplicarem el criteri M de Weierstrass®:

n=0 Ie[a,ﬂ/Q]
(c) Calculeu, en els punts on la serie és convergent, el valor de la suma.

Sol. Per l'exercici 4.1.(b), tenim:

n—+

ZCC:+1 ZCOS x:—log(l—cosx) Ve € Rcosz # 1

n=0 n=1

8També surt facilment utilitzant, de nou, I'exercici 4.1.(b).



[Ort]

[Rud]
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